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‘ Seite 2 Das Zahlprinzip

BezeichNnunGgen voN ANORANUNGEN voN ELemeNnTeN einer MEeNGE

k-Tupel (xq, X5, . . . X)

# Anordnung je eines Elementes aus k verschiedenen Mengen, wobei aus jeder Menge ein
Element vorhanden ist.

# Aus n unterscheidbaren Objekten einer Menge werden nacheinander mit Zuriicklegen k Objekte
entnommen

¢ Ein jedes solches k-Tupel ist ein Pfad im Baumdiagramm.

# Bei Berlicksichtigung der Reihenfolge ist jeder Pfad zu bewerten, es gibt so viele Méglichkeiten,
wie k-Tupel zu bilden sind.

# Da jedes Element nur einmal vorhanden sein darf, ist k < n.

Variation mit Wiederholung

k-Permutation (x4, Xy, . . . x) einer endlichen Menge M

# ist eine Permutation k-elementiger Teilmengen von M

¢ aus einer n elementigen Menge werden nacheinander ohne Zuriicklegen k Elemente
entnommen

# ist die Anzahl der k-Permutationen einer n- elementigen Menge

Variation ohne Wiederholung

k-Teilmenge (x4, X5, . . . X ) einer endlichen Menge M

# ist eine ungeordnete Auswahl von k Elementen aus M
»# ist die Anzahl der mdglichen Teilmengen mit k Elementen einer n — elementigen
Menge

Kombination ohne Wiederholung

k-Kombination (x4, x5, . . . X ) einer endlichen Menge M

o ist eine ungeordnete Auswahl von k Elementen aus M
# ist die Anzahl der k-Kombinationen einer n — elementigen Menge

Kombination mit Wiederholung
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Das Zahlprinzip Seite 3

Kombinatorik beginnt nicht mit den Kombinatorikformeln, sondern mit dem ,Zahlprinzip“, das man in zwei Teile
gliedern kann: 1.) Produktregel und 2.) Summenregel. Die Produktregel bestimmt die Anzahl von Ereignissen,
die unabhéngig voneinander eintreten kénnen, die Summenregel bestimmt die Anzahl von Ereignissen, wenn
sich ein Ereignis aus mehreren Elementarereignissen zusammensetzt.

Die Kombinatorikformeln sind nur ein Teil des Zahlprinzips.

1. Produktregel

Produktregel (Multiplikationsprinzip)

Lasst sich ein Objekt a aus einer Menge A auf m Arten auswahlen und ein Objekt b aus einer
anderen Menge B auf n Arten auswahlen, so lasst sich a und b (sowohl a als auch b) aufm - n
Arten auswahlen.

Die beiden Menge A und B stehen in dieser Aussage auch dafir, dass die Auswahl von A und die Auswahl von B
unabhangig sind. Die einfachste Veranschaulichung dieses Prinzips ist:
Hat man 3 Hosen und 5 Hemden, kann man sich auf 15 verschiedene Arten kleiden.

Diese Produktregel lasst sich aber auch auf vermeindlich abh&ngige Ereignisse anwenden, man muss die
Ereignisse nur so formulieren, dass sie voneinander unabhangig sind. In einer Urne befinden sich 5 rote 6 blaue
und 4 gelbe Kugeln. Es soll ohne Zuriicklegen gezogen werden.

Wie viele Moglichkeiten gibt es eine blaue Kugel zu ziehen: Diese Frage wird jeder mit 6 beantworten.

Wie viele Moglichkeiten gibt es als zweite Kugel eine blaue zu ziehen: Da wird es schon schwieriger, da man
nicht weil3, welche als erste Kugel gezogen wurde und deshalb die Konstellation der Kugeln in der Urne nicht
kennt.

Wie viele Mdglichkeiten gibt es als zweite Kugel eine blaue zu ziehen, wenn als erste eine gelbe gezogen wurde.
Diese Frage ist klar zu beantworten: In der Urne befinden sich noch 6 blaue, also gibt es 6 Mdéglichkeiten.

Fir die zweite Ziehung hat man sich eine neue Ausgangsmenge vorgestellt und von der Anzahl bestimmt, obwohl
die Ausgangsmenge von der Ziehung der ersten Kugel abhangt. Deshalb kann man sagen, dass die Anzahlen erst
eine gelbe und dann eine blaue zu ziehen 4 * 6 betragt.

Zunachst unterscheidet man bei den Formeln der Kombinatorik in zwei Gruppen:
1. Ohne Wiederholungen: Jede Kugel ist von der anderen unterscheidbar k<n
1.1. Permutation: Es werden alle Kugeln ausgewahlt und angeordnet k=n
1.2. Variation: Es werden k Kugeln ausgewahlt und angeordnet k<n
1.3. Kombination: Es werden k Kugel auf einmal gezogen k<n

2. Mit Wiederholung: Nicht alle Kugeln sind unterscheidbar (Wiederholung muss nicht unbedingt ,Zurticklegen®
sein, es kdnnen auch mehrere Kugeln des gleichen Typs in der Urne sein)
2.1. Permutation: Es gibt Kugeln, die sich nicht unterscheiden lassen k = n
2.2. Variation: Jede Kugel kann beliebig oft gezogen werden, die Ziehung wird in einer Reihe notiert
2.3. Kombination: Jede Kugel kann beliebig oft auftreten, ohne dass die Position eine Rolle spielt,
Es zahlt nur die Anzahl der Eigenschaften, nicht wann die Kugel gezogen wurde.

Die Kombinatorikformeln sind Bestandteil dieser Produktregel.

Zu jedem Ziehungsmodell, bei dem k Kugeln aus einer Urne mit n Kugeln gezogen werden gibt es ein duales

Ziehungsmodell, bei dem k Kugeln auf n Urnen verteilt werden.

* Erfolgt die Ziehung mit Wiederholung, sind im dualen Ziehungsmodell mehrere Kugeln in einer Urne
zugelassen, erfolgt die Ziehung ohne Wiederholung, kann nur eine Kugel in eine Urne gelegt werden.

» Erfolgt die Ziehung ,mit Berlcksichtigung der Reihenfolge® (Variation) sind im dualen Urnenmodell alle
Kugeln unterscheidbar, erfolgt die Ziehung ,ohne Berticksichtigung der Reihenfolge* (Kombination) sind die
Kugeln nicht unterscheidbar.

Die Struktur der Seiten ist zunachst etwas ungewdhnlich, ist aber bewul3t so gewahlt, dass alle wichtigen
Informationen auf einer Seite stehen und nicht auf mehrere Seiten zerrissen sind.

Gegeben sind n verschiedene Elemente

1. ohne Wiederholung

1.1. es werden alle Elemente ausgewahlr
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‘ Seite 4 Das Zahlprinzip

1.1.1. Permutation ohine Wiederholung

Wieviele Moglichkeiten gibt es alle Elemente unter Beachtung der Reihenfolge anzuordnen ?

Fir das Ziehen des ersten Elements gibt es n  verschiedene Mdglichkeiten.

Fir das Ziehen des zweiten Elements gelten die gleichen Regeln, wie firr das erste, es sind
aber nur noch n — 1 Elemente vorhanden.

Fir das Ziehen des zweiten Elements gibtes n—1 verschiedene Mdglichkeiten.

Fir das Ziehen des dritten Elements gelten die gleichen Regeln, wie fiir das erste, es sind
aber nur noch n — 2 Elemente vorhanden.

Fur das Ziehen des dritten Elements gibtes n -2 verschiedene Méglichkeiten.
Am Ende gibt es nur noch eine Kugel, die tbrig bleibt.

Fir das Ziehen des n—ten Elements gibtes 1 Moglichkeit.

Die Ziehungen sind unabhangig, da das Ergebnis der vorhergehenden Ziehungen nicht den Ausgang der
Folgeziehung beeinflusst. Jedes Element besitzt bei jeder Ziehung die gleiche Wahrscheinlichkeit gezogen zu
werden.

Werden aus einer Urne mit n Elementen alle n Elemente unter Beachtung der Reihenfolge gezogen, dann gibt es

ne(n—=1)¢(n—=2)e...1=n!

verschiedene Moglichkeiten des Ziehens.

(Werden alle Elemente gezogen, ist die Betrachtung ,,ohne Beachtung der Reihenfolge”
uninteressant, weil es dann nur eine geben kann.)

n-Tupel (x1, Xoy oo - xn)

# Aus n unterscheidbaren Objekten einer Menge werden nacheinander n Objekte enthommen

# Ein jedes solches n — Tupel ist ein Pfad im Baumdiagramm.

# Bei Berlcksichtigung der Reihenfolge ist jeder Pfad zu bewerten, es gibt so viele Moglichkeiten, wie
n—Tupel zu bilden sind.

d Alle n-elementigen Tupel, die aus einer
d n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen

A mit n-verschiedenen Elementen.

Fir die Auswahl

@ von n Elementen

& aus einer Menge mit Elementen

& ohne Wiederholung (das heilt immer, man kénnte die n Elemente auch mit einem Zug aus der Urne
ziehen und es gilt immer, dass alle Elemente gezogen werden)

& mit Berticksichtigung der Reihenfolge

Voraussetzungen:

Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

Es missen alle (n) Elemente ausgewahlt werden.

(am Ende des Experiments ist die Urne leer)

Ein Element kann nicht mehrmals ausgewahlt werden.

(es wird keine Kugel zurtickgelegt, also keine Wiederholung und es gibt auch keinen zwei gleichen Elemente)
Die Reihenfolge muss beriicksichtigt werden

(die Reihenfolge (1,2,3) ist von (2,1,3) zu unterscheiden, wiirde die Reihenfolge nicht beriicksichtigt werden,
wére das identisch mit nicht unterscheidbaren Elementen)

L N N

Interpretationen

& Anzahl der Moglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von n Kugeln aus einer Urne mit n Kugeln ohne
Zurlcklegen zu ziehen.

& Anzahl der Méglichkeiten, n verschiedene (unterscheidbare) Objekte so auf n Urnen zu verteilen, dass
in jeder Urne ein Objekt liegt.

& Anzahl der n-stelligen Sequenzen von n verschiedenen Zeichen, in denen jedes Zeichen genau einmal
vorkommt.
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Das Zahlprinzip Seite 5 ‘

1.1.1. Permuration ohine Wiederholung — Baumdiagramm und duales Urnenmodell

Das Baumdiagramm ist voll besetzt. In jedem Ergebnis tritt jede vorhandene Kugel genau einmal auf

Anzahl der Merkmale: n =4
Anzahl der Versuche: k=n=4

Anzahl der Ergebnisse: n! = 24 | JONOX

|
/

U
e
N
e
N
7
~,
e

® o © O O @ ©® o e & ©
@) ® ® © © ® O @ ® O ©
NANMNAAN AAN AR
000000 COOOCOO 000000 000000
OC00000 000000 0060 CO0O® 000000
PITTTTITTIN Y ToIoTy TI0000
| L]
LG 0000 O® OCOOO0O0O 0O 000000 00O0OCFOCOC
WO O0000 000000 00000 OG0O0CCOO
WO @000 00000 0 C000O0O0 C 00000
I BN NORCNOEN XOX X N BN NoY N JON N NOX-N JOX |

* Verteile 4 verschiedene Kugel auf 4 verschiedene Urnen,
» wobei in jeder Urne nur eine Kugel liegen darf.

Duales Urnenmodell:
* 4 Unterscheidbare Kugeln sind auf
* 4 Urnen zu verteilen wobei
* Mehrfachbelegung nicht zuléssig
Die Darstellung des obigen Baumdiagramms ist auch gleichzeitig die Anordnung des dualen Urnenmodells.

In der vierten Stufe sind die Urnen am linken Rand markiert, die Kugelbelegung der vierten Stufe ist
gleichzeitig die Belegung der vier Urnen.
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‘ Seite 6 Das Zahlprinzip

1.11. ohne Wiederholung mit Reihenfolge n Elemente

‘ Beispiel 1

Auf wie viele Arten konnen sich 3 Personen auf 3 Stihle verteilen?

‘Lésung
die Kugeln entsprechen den 3 Personen n=3
1 |die 3 Stiihle entsprechen 3 Ziehungen ja; k=3 P

2 |da sich eine Person nur auf einen Stuhl setzen kann, ohne W
kann eine Kugel nicht zweimal gezogen werden Zurlcklegen

3

Permutation

Damit kennt man die Anzahl der Mdglichkeiten, ndmlich n! = 3! = 6.

Beispiel 2

Ein Entwicklungspsychologe will herausfinden, ob ein Kind den GréRenbegriff versteht. Dazu legt er dem Kind
nach Zufall 6 unterschiedlich grof3e Figuren vor und fordert es auf: "Stell die Figuren auf den Tisch und ordne
Sie nach ihrer Hohe!" Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Figuren der Héhe nach in eine Reihenfolge zu

bringen ?
Lésung
Anzahl der Figuren n=6
1 Anzahl der Objekte k=6 P
2 Da Permutation ein Spezialfall der Variation ist, mit P
kann hier ,mit Reihenfolge“ argumentiert werden. Reihenfolge
3 keine Figur kann zweimal benutzt werden ohne Pow
Wiederholung
Permutation ohne Wiederholung
Anzahl der Méglichkeiten, n! =6! =720.
Beispiel 2

Frau Maier hat 4 Kleider, 9 Hite und 10 Paar Schuhe. Auf wie viele Arten kann sie sich kleiden,
wenn sie ein Kleid. einen Hut und ein Paar Schuhe tragen muss?

Lésung
Aus 4 Kleidern eines wahlen 4 Maoglichkeiten
und
aus 9 Huten einen wahlen * 9 Moglichkeiten
und
aus 10 Paar Schuhen eines wahlen * 10 Moglichkeiten

=360 Moglichkeiten
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‘ Das Zahlprinzip Seite 7

1.2. es werden k Elemente ohne Wiederholung ausgewahlr

1.2.1. Variation ohne Wiederholung

Permutation von k Elementen aus einer Menge von n Elementen
Wieviele Méglichkeiten gibt es k Elemente unter Beachtung der Reihenfolge anzuordnen ?

Fir das Ziehen des ersten Elements gibt es n  verschiedene Mdéglichkeiten.

Fur das Ziehen des zweiten Elements gelten die gleichen Regeln, wie flr das erste, es sind
aber nur noch n — 1 Elemente vorhanden.

Fir das Ziehen des zweiten Elements gibtes n -1 verschiedene Méglichkeiten.

Fir das Ziehen des dritten Elements gelten die gleichen Regeln, wie flr das erste, es sind
aber nur noch n — 2 Elemente vorhanden.

Fir das Ziehen des k—ten Elements gibtes n—-k +1 verschiedene Moglichkeiten.

Werden aus einer Urne mit n Elementen alle n Elemente unter Beachtung der Reihenfolge
gezogen, dann gibt es

ne(in—=1)+sn=2)s...c(n=-k+1)

verschiedene Mdoglichkeiten des Ziehens.

Erganzt man diese Formel zu einer kompletten Fakultat, ergibt sich folgende Fortsetzung:

n'(n—1)°(n—2)°...°(n—k+1)‘ (M=K *s(M—k=1)+(n—k=2)+...+ 1 =n!

der zweite Ausdruck ist aber genau der Wert fir (n — k)! Damit lasst sich die Formel auch in
anderer Form schreiben:

o = (1) @ = (%]

k-Permutation (x4, x5, . .. X ) einer endlichen Menge M

# ist eine Permutation k-elementiger Teilmengen von M

# aus einer n elementigen Menge werden nacheinander ohne Zuriicklegen k
Elemente entnommen

# ist die Anzahl der k-Permutationen einer n- elementigen Menge

A Alle k-Permutationen, die aus einer

d n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen

Fur die Auswahl

& von k Elementen

& aus einer Menge mit n Elementen

& ohne Wiederholung (das heil3t immer, man kdnnte die k Elemente auch mit
einem Zug aus der Urne ziehen und es gilt immer k < n)

& mit Beriuicksichtigung der Reihenfolge

Voraussetzungen:

@ Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

@ Es werden einige (k) Elemente ausgewahlt.

@ Beim Ziehen ohne Zuriicklegen muss k < n sein, da irgendwann die Urne leer ist.
@ Ein Element kann nicht mehrmals ausgewahlt werden.

Interpretationen

& Anzahl der Moglichkeiten k < n Elemente aus einer Urne mit n Elementen auszuwahlen, wobei gezogene
Kugel nicht wieder zurtickgelegt werden.

& Anzahl der Moglichkeiten, k < n verschiedene (unterscheidbare) Objekte auf n Urnen zu verteilen, wobei in
jeder Urne nur 1 Objekt liegt.
(das schliel3t ein, dass einige Urnen leer bleiben)

&' Anzahl der k-stelligen Sequenzen aus n verschiedenen Zeichen.
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‘ Seite 8 Das Zahlprinzip

1.2.1. Variation ohne Wiederholung — Baumdiagramm und duales Urnenmodell

Das Baumdiagramm enthalt in jeder Stufe einen Zweig weniger als in der vorhergehenden Stufe
In jedem Ergebnis fehlen n — k Kugeln

Anzahl der Merkmale: n =4

n 000

(n-k)!

I N

Anzahl der Versuche: k =

N /?\ A AN

2 6 6 O O O 6 6 © o o o
© & &6 o 0 6 6 O 6 o O o

Kein griin (Kugel3) und kein rot (Kugel4) bedeuten im dualen Urnenmodell, dass die Urnen 3 und 4 leer bleiben

Duales Urnenmodell:

» 2 unterscheidbare Kugeln sind auf

* 4 Urnen zu verteilen wobei

(X JOION JOX | O
* Mehrfachbelegung nicht zulassig

AAN /\/\\M/ /\

Anzahl der Versuche: k =

‘000000 000000000000 000000
CO0000 00000000000 00 00O
000000 00 0000000000 00000

Duales Urnenmodell:

@ Urne, die mit der 1. Kugel belegt wird
@ Urne, die mit der 2. Kugel belegt wird
@ Urne, die mit der 3. Kugel belegt wird
O Urne bleibt leer

* 3 Unterscheidbare Kugeln sind auf

* 4 Urnen zu verteilen wobei

* Mehrfachbelegung njcht zulassig

0000 006000® 0000 0000 0000 0000 6 3 Farben und ein Leerfeld
lassen sich in 4! Méglichkeiten
anordnen.

C000® OO0 0000 0000 0000 0000 12

e00C0® 0000 O000 CO00O 0000 0000 18

@000 0000 0000 0000 Ooee O000
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Das Zahlprinzip

Seite 9

1.2.1. Variation oline Wiederholung — Baumdiagramm iR N = 7
Anzahl der Merkmale: k= 2/\ k=3
n=>5 000 (123 @@OOC [® Ume, die mit der
B — @O {12y @@0O0O 00 {124 @@0@0O 1. Kugel belegt
k=1 Duales —000 {125 @@ ®
Urnenmodell 000 (132 000D @ Urne, die mit der
@0 {1;3} QOO0 E. @0 {1;3;4} 00000 2. Kugel belegt
o 80 {135 @greO® @ Ume die mit d
000 (142 00000 3 Kool belegt
- @0 (14 0000 | e0e (143 @mHe®O - rugetbeled
— 000 {145 @00®@® | O Ume bleibt leer
) — 000 {152} @@V @
@0 " e000e 900 (153 g0 e
— 000 {154 g o
—000® 213 @@O 0O O
00 21 00000 | 000 214 @@ ® O
— 000 215 @@ 00 @
o0 -
231 0000 O
Q@ @ 23 O®800 ﬂ:"O 234 O00® O
°o— 000 235l Cee0 @
odnr i X JOX XO)
—@0 {24 00000 %000 243 CO®® O
— 000 pus 000 e
©00 5, 0000 @
—Q© O {25} 0.00.{O o ) §2;5;3§ oY JOXoX ]
©00 ps54 0000 @
@0 (312 @
—@® (317 @000 T Jo) §3;1;4§ :8.28
—0@@®0O {3;1;5} FYeX XoI )
1@ P 000 321 @@ O OO
2 ® 32y C@@OO 000 @324 OO ® @0
3 —000 {325 OO0 @
4. ®— — 000 341 @0 @ @O
@ —00 34 Ccoee0 1000 34 COO® @D
50 —000 (345 OO @O
900 .5 @000
—@0 {35 coeoce | 90e 82;% oY X JXeoI'!
000 G54 000 00
Ce0 (4122 @000 O
—O0@® 41 @00 @O cCe® 413 @0 00O
000 415500000
—0 0@ 323 00O
@@ 42 @080 | coe s CEOEO
o —0 00 {425 00000
| . —©00 43 00000
O® 43} coe@O 000 432 e O
— 000 ¢35 00000
. 00® usNEOOG®
—@0O 5 ocoocee @o0e §4;5;2§ooooo
— 0080 45300000
ce0 5120000 @
—0@ &1 000 ce® 5130000 @
Oe0 5140000 @
000 5210000 @
—00 {523 cevoe 000 (5230000 @
o 060 {524 0@0@ @
— 000 531000 @
—0@® 53 0cO0e ——0ee §5;3;2§OOOO.
— 000 {5344 0000 @
) —00e 54110000 @
—00 %% 000ee | _ocee (4230000 @
L_op@ 5430000 @
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| Seite 10 Das Z&hlprinzip

1.2.1. Variation ohne Wiederholung — Urnenmodell fir N = %

Anzahl der Merkmale: n=5

Anzahl der Versuche: k = . . . O O Variation ohne Wiederholung 20
2
Zweite Ziehung () 5
[ @ o @ o ® o C N
. L (O] @) e
ol . L N L ® o ® o ® o
@ o O )
g
2 @ ° e oo |o ejle (oo
'; @ L ©) e
.
“l@|e olo |ojo |o o0
@ ] ) &)
. @ o @ o @ |0 @ @ o
@ L (O] ©)

: Entfallt in der 2. Ziehung wegen der 1. Ziehung

Anzahl der Merkmale: n=5

Anzahl der Versuche: k = @@® O O ©  varition ohne Wiederholung 60
3
Zweite Ziehung @ 5
o (00009 o (colece o o e ocle | @ o0
@ © |[°00009 o |loseoe o @ |0 |lopolop | @ ®0
0 00 0@ elejec @ 0 @ oo @O0
o [cjolooe | o (00000 o o0 o oo o o@lee
@ o [clejeoe o |[000ee o @@ 0 dopljo | e |eeleele
o eece 0000 oe ole C G E
o _
> —_—
5 @ [cle[@lee | @ | efcolee | ® ®
N @ o |oeeee o eoceee o S ®
2 olelejo e elolo[c @
L
o |oleo@le | o | gol@le | o |oofPle |o
O |o |oleclole | @  eeeele o eofjole o
oleel0)e elojo[0)e eeoo)e
@ [clee o] o eCloe@ o eefF)e@) e
@ o |olocele| o eepele| o eecfe|e] o
olee o elejo ol® eelcfole
Dritte Ziehung @ B

Entfallt in der 2. Ziehung wegen der 1. Ziehung

% Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 1. Ziehung
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1.2.1. Variation oline Wiederholung — Urnenmodell fir N = %

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k =

2

Variation ohne Wiederholung 20

Zweite Ziehung
2 3 4 5

.
(112)

(113)

Erste Ziehung

(114)

L JOX X

(119)

211 @I @1 (61)
[:;b 412) (512)

(213) :; ;;

(214)  G14) @]

(215) ((BI5) (4)5) (B5)

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k =

3
Variation ohne Wiederholung 60
Dritte Ziehung
1 2 3 4 5

@ 6 @ O O

1

(414

(11211) ﬁ:} (11214) (11215
(11311) ] (11312) &ﬁiﬁ (11315)
(11411) | (11412) - (11413) &i@
SHY (11512) (11513)  (11514)

[/’7"”1\] (21120 L (21113) _(21114) _(21115)

Zweite Ziehung
5 4 3 2

2‘ ‘Erste Ziehung = 1 ‘

1

[e)]
c
=)
§° f,N [/')1911\ —— ,] {’)I’)I’Z\ 21214y (212]5)
@5
2 e | (281 |@32) ﬁﬁj (213|5)
7 ,j;j‘* 21411 |(21412) | (2/413) Cﬁ;}
w Te)
L= 2|51 21513) (2|5|4
" - (215]1) N2A512) (21513) (21514)
" g 31112) |(31113) | (31114) (3]115)
S 5 31213) | (31214) (31215)
§0 -
N © 31311} (31312} N ('mlm mnlm
= ,%"’ @) @4 @) | o @i@
= [To)
[ (3|5|1) 31512) @5y <3|5|4)
<] o
Izlzn S 412 (4[1]13) (4|1|4) (4|115)
c N
§ Q i%’m (412]1) (42]14) | (4]215)
N L Wjﬁ 3 la1314) | (4]3)5)
3 ,%,N ZIVIENZIVIDNYIVT . S sais)
o Te) o
% (4151) (41512) (45]3) \@ls4)) ]
I g 5|112) (5]113) (5]1]4) | (5]1]5)
> 2w
3O 8., 6= [i;ib (51214)
N 2 | (B13I1) (5I3[2) | ﬁ
2 e
2 N o
| L]

:] Entfallt in der 2. Ziehung wegen der 1.

Ziehung

Jede Tabelle entspricht einer Zeile der ersten Ziehung in
Kugel Darstellung: 1 =rot;2=blau; .....

Jeder Spalte entspricht der zweiten Ziehung in der gleichen
Farbreihenfolge.

Die dritten Spalten in jeder Anordnung entsprechen den
dritten Zeilen in der Farbdarstellung

Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 1. Ziehung

Il

Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 2. Ziehung
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Das Zahlprinzip

1.2.1. Variation mit Wiederholung — duales Urnenmodell N

7,

k=2

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=2

Duales Urnenmodell:
» 2 unterscheidbare Kugeln auf
* 5 Urnen zu verteilen wobei

* Mehrfachbelegung nicht zulassig ist

@ Urne, die mit der
1. Kugel belegt

@ Urne, die mit der
2. Kugel belegt

O Urne bleibt leer

griine Kugel an Position

@ ® W ©® 6

rote Kugel an Position

@

€)

@
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00e00

o] @)

@00 e

@000
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ev]elef

@O 000

0Ce00d

0O0eo

OO0eoe

L_Jelo]e)

000 O

O0e 00

0000 ®

@O000

OC@000

000 @

COOeo
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1.2.1. Variation mit Wiederholung — duales Urnenmodell N =

5, k

=7

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=3

Duales Urnenmodell:

* 3 unterscheidbare Kugeln auf

* 5 Urnen zu verteilen wobei

* Mehrfachbelegung nicht zulassig ist

@ Urne, die mit der
1. Kugel belegt

O Urne, die mit der
2. Kugel belegt

© Urne, die mit der
3. Kugel belegt

O Urne bleibt leer

rote Kugel

gelbe Kugel

@

®

@

®

@O00OO
@O00O0

@O0000

@000O0

@O000O
@O000

@0 00O
[ JOXOIO@)

@O0 000

@000 O0
@000 O0
@000 O

@000

Ceo00eo
cCeo00e

O) JOROI@)

@000
@000

00000

@000

CeO00

@00 O

O@00 O
G} JOION@)

00000

0@
0000

0@ 00

OJ0) JXC1@;
ooceoe

eCe00
0000

CO@00

00C@0O O
OO0 O

000 O

griine Kugel

000®0
OX®) ] J©

o0Oeoe

00 @0

OO0 eo

o0 ee

CloloX X@)
000 @O

eloloX XO

Q000@ O
O00@O

O00@ O

0000e
oo0eoe

c0Ooe@e

@000®e

ooeoe
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@000 e 0000e
ceocoe O0e00e

Co0eoe

o000 e
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| Seite 14 Das Zahlprinzip

1.21. ohne Wiederholung mit Reihenfolge k Elemente

|Beispiel 1 |

Wie viele verschiedene Ergebnisse gibt es bei einem 3-fachen Wurfelwurf , wenn alle Augenzahlen
verschieden sind?

‘ Lésung ‘
die Kugeln entsprechen den 6 Augenzahlen n=6
1 Es sind drei Wiirfe k=4 V/IK
2 es ist entscheidend in welcher Reihenfolge die mit Vv
Augenzahlen kommen Reihenfolge
3 die Augenzahlen kénnen sich nicht wiederholen ohne Vow
ZurUcklegen

Variation ohne Wiederholung — k-Permutation aus einer n-Menge
Damit ergeben sich die Moglichkeiten zu: n! / (n-k)! = 6!/(6-3)! = 120

Beispiel 2

Sie wollen 3 Wochen Urlaub machen und zwar jede Woche in einem anderen Land. Sie haben sich entschieden,
ihren Urlaub im Reiseblro X zu buchen und erhalten dort die Auskunft, Sie kénnten jederzeit in 25 Landern
Urlaub machen, miften sich dann aber festlegen. Wieviele Méglichkeiten es gibt, Ihren Urlaub in drei Landern zu

buchen.
Eine der Moglichkeiten wére etwa: Zuerst nach Spanien, dann nach Frankreich und zuletzt nach ltalien.

Loésung
Anzahl der Ferienlander n=25
1 Anzahl der Urlaubswochen k=3 V/IK
2 Die Frage ,wieviele Mdglichkeiten gibt es, den Urlaub zu mit \%
buchen® beutet, dass die Reihenfolge beachtet werden Reihenfolge
muss. Ware die Frage ,wieviele Méglichkeiten gibt es drei
Lander zu bereisen®, ist die Reihenfolge uninteressant
3 Man mdchte in kein Land zweimal ohne Vow
Wiederholung

Variation ohne Wiederholung — k-Permutation aus einer n-Menge

Anzahl der Kombinationen nl__ 25! - 25*24 * 23 = 13800
(n-k)! 221

|Beispiel 3

Wie viele verschiedene Anordnungen mit drei unterschiedlichen Buchstaben lassen sich aus acht
verschiedenen Buchstaben bilden

‘ Lésung ‘
g CBJ 8 Fir die Auswahl des 1. Buchstabens stehen 8 Mdglichkeiten zur Verfligung
C D E
D E F Fir die Auswahl des 2. Buchstabens stehen noch 7 Méglichkeiten zur
E F G Verfligung, da einer von ihnen bereits weg ist.
F G H
CH; H Fir die Auswahl des 3. Buchstabens stehen noch 6 Mdéglichkeiten zur
Verfligung, da zwei von ihnen bereits weg sind.
8 - 7 - 6 n! 8! 8! P .
(n-K) &-31 5 Losung: 336
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1.21. ohne Wiederholung mit Reihenfolge k Elemente

|Beispiel 4

Jemand hat 10 verschiedene Bonbons und verteilt davon an fiinf Kinder je ein Bonbon. Wie viele
Maoglichkeiten der Verteilung gibt es.

‘Lbsung
1.Kind 2.Kind 3.Kind 4.Kind 5.Kind m”—'k), (130!5), % Losung: 30 240
0 - 9 - 8 - 7 - 6 wrUREeE
|Beispiel 5

Wie viele verschiedene zweistellige Zahlen gibt es ?

‘Lésung

Es gibt 10 verschiedene Ziffern, bei zweistelligen Zahlen ist aber die erste Ziffer verschieden von 0,
wahrend fur die zweite Ziffer alle 10 Ziffern moglich sind. Damit sind fiir die zweite Position 10
Maoglichkeiten und fiir die 1. Position 9 Mdglichkeiten vorhanden.

n! 10! 10!

(nk)l (10-2) 8! Losung: 90

Beispiel 6

Wie viele verschiedene dreistellige Zahlen kann man aus den Ziffern
5,6,7,8,9 0,2,4,6,8

bilden, wenn jede Zahl aus drei verschiedenen Ziffern bestehen soll.

Lésung
5,6,7,8,9
1. Zifer 2. Zifler 3. Zifer mn_'k)l (52!3)! 2 Losung: 60
0,2,4,6,8
1.§iffe|.' 2.4Ziff<'ar 3.32iffer 4- (r:‘_!k)! = 4. (4‘1’2)! =4- % Losung: 48

Wegen der Ziffer 0, die nicht an erster Stelle stehen kann, gilt die Berechnungsformel erst ab der
zweiten Stelle. Ab der zweite und aller weiteren Stellen sind alle noch vorhandenen Ziffern erlaubt.
Gleichgliltig, welche Ziffer als erste ausgewahlt wurde, stehen ab diesem Zeitpunkt nur noch 4 Ziffern
zur Verfigung. Deshalb gilt die Fakultatsformel erst ab n = 4 und nicht ab n = 5. Jetzt bleibt auerhalb
dieser Betrachtung noch zu ermitteln wieviele Moglichkeiten gibt es fiir die erste Position. Fir die
erste Position sind 4 Ziffern maéglich.

‘ Beispiel 7

Ein Wurfel wird dreimal geworfen. Wieviele Mdglichkeiten gibt es, dass die Augenzahlen der drei
Wiirfe verschieden sind.

‘Lésung

1. Wurf 2. Wurf 3. Wurf n! 6 6l " _
6 - 5 - 4 (k) (6-3) 3! Losung: 120
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1.2.2. Kombination oline Wiederholung

Auswahl von k Elementen aus einer Menge von n Elementen

Wieviele Moglichkeiten gibt es k Elemente ohne Beachtung der Reihenfolge anzuordnen ?
Im Abschnitt 1.2.1 wurde die Formel fiir die Beachtung der Reihenfolge hergeleitet. Soll jetzt die Reihenfolge nicht
beachtet werden, dann werden die verschiedenen Anordnungen, die bei k Elementen mdglich sind auf eine Anordnung
reduziert. Es zahlen nur die Elemente selbst, aber nicht Reihenfolge in der sie erscheinen. Nach 1.1. kann man aber k

verschiedenen Elemente in k! verschiedene Anordnungen bringen, die jetzt alle als eine Anordnung zéhlen. Deshalb ist
die Anzahl aus 1.2.1. durch k! zu dividieren.

n! 1 _ n! _[n
(n-k)! k! = (n-Kk)! k! _[k]

k-Teilmenge (x4, Xy, . . . X ) einer endlichen Menge M

¢ ist eine ungeordnete Auswahl von k Elementen aus M

w ist die Anzahl der mdglichen Teilmengen mit k Elementen einer n — elementigen Menge

a Alle k-Teilmengen, die aus einer

dl n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen

Far die Auswahl

& von k Elementen

& aus einer Menge mit n Elementen

& ohne Wiederholung (das heif3t immer, man kénnte die Elemente auch in
einem Zug aus der Urne ziehen)

& ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Voraussetzungen:

& Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

# Es werden einige (k) Elemente ausgewahlt.

& Beim Ziehen ohne Zurlcklegen muss k< n sein, da irgendwann die Urne leer ist.
& Ein Element kann nicht mehrmals ausgewahlt werden.

Interpretationen

& Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln k Kugeln ohne Zurticklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge zu ziehen (k < n). Die Kugeln kénnen gleichzeitig gezogen
werden.

& Anzahl der Moglichkeiten, k gleiche (nicht unterscheidbare) Kugeln auf n unterscheidbare Urnen zu

verteilen, wobei jede Urne héchstens eine Kugel erhalten kann.

Anzahl der n-stelligen Sequenzen mit k-Mal dem Zeichen "1" und (n-k)-Mal dem Zeichen "0".

Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Lol o
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1.2.2. Kombination ohne Wiederholung — Baumdiagramm und Duales Urnenmodell

Im Baumdiagramm ist in jeder Ebene der 1. Teilbaum vollstéandig besetzt, fir jeden weiteren Teilbaum fehlt ein
zusatzlicher Pfad.

Anzahl der Merkmale: n =4

000

_— X |

Anzahl der Versuche: k =
1 O O O
Anzahl der Versuche: k =

‘0 @ © © 0 O ,
© e e oo . '

°
w

von 12 Zweigen 6 _ 43 21 _ -
nur 6 besetzt 43 12~ 2 2¢1 21 « 21 6
Duales Urnenmodell:
* 2 nicht unterscheidbare Kugeln sind auf Y JoXe) ‘ Yor YO ‘ Y JoX )
* 4 Urnen zu verteilen wobei 00® O 000® 000®
* Mehrfachbelegung nicht zulassig
Anzahl der Versuche: k =
3
o0 O O 24 Zweige
von Vorebenen nur 12 besetzt 12
Q Q Q Q von diesen 12 Zweigen nur besetzt :3
o0 © @ 4:3.2 _ 4 _,
3¢2 T 1131 T
Duales Urnenmodell:
* 3 nicht unterscheidbare Kugeln sind auf
* 4 Urnen zu verteilen wobei 4-302024—4= 432 <4
* Mehrfachbelegung nicht zulassig 3.2 -4
4032 1 _ _4
C 1 1 @) o000 el X Co0e 342 .1 = 1131 4
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1.2.2. Kombination ohne Wiederholung — Baumdiagramm fir N = 7

Beim Abzahlen ohne Wiederholung treten in der Folgestufe jeweils in Zweig im Baum weniger auf. Bei 5 Kugeln
existieren bei der ersten Auswahl 5 Zweige, bei der zweiten Auswahl zu jedem vorhergehenden Zweig noch 4. Bei
der dritte Stufe zu jeden Zweig der zweiten Stufe noch drei Zweige. Das ware ein voller Ereignisbaum. Dadurch, dass
hier ohne Betrachtung der Reihenfolge zu arbeiten ist, fallen einige Ereignisse weg, die nur durch Vertauschung
anderer Ereignisse entstanden sind. Wenn man den Anteil der verbleibenden Zweige als Bruch schreibt und mit dem
Produkt fir eine volle Baumbelegung multipliziert, erhalt man ebenfalls die entsprechenden Abzahlformel.

Anzahl der Merkmale:

n=5 K=o

Duales
Urnenmodell

— @ O (1,44 @00 @O

o JOX: Nelelelel |

— Q O 24 Ce000

0000

— @ O 258 ce0Oe®

— @O 34 OO0
@
" J@ORERNeleX Yo |

@ 0O @z 00OCee

Ein voll besetzter zweistufiger Baum
hatte 5 4 Zweige, von denen sind
aber nur 10 besetzt: %2 von 20

k=3

Duales
Urnenmodell

eo0e0 (123 0000
— @@ (1122 @e@0O00 —E ©00 {124 @@ OO0

® 00 {1,2;5} Y YoloX |

— @@ " e0e00 7Eooo {1:34) @0O@@O

eec {133 @L@0 @

@00 {145 @O0 @

000 (234 OCOOOO

— @ @ 23 00000 —{ g7 35 Cee0e

000 {245 0000 @®

@00 {345 OCOOO0O@

Ein voll besetzter dreistufiger Baum
hatte 5 4 3 Zweige, von denen sind
aber nur 10 besetzt = 1/6 von 60

10
5¢4+3 5o =5+4+3 1

23
_ 5e4e30241 1

- 2¢1 123
__5 _

T 213! 10
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1.2.2. Kombination ohne Wiederholung Urnenmodell fir N = 7

Anzahl der Merkmale: n =5

Anzahl der Versuche: k = . . . O Q Variation ohne Wiederholung 10
2 Zweite Ziehung () 4
@ O @ @) @
o) el (el el (o0
O ® ® ® ) ®
0 TN @ e e o0 oo
2 ® o N\ ® @ ®
2 @ °l° oko ele (oo
N ® Y o ®
(2]
0 ole |le|le |e O\O
O o ° @ \ °le
@ °|° oo (o0 |o o\ ®
® ° ® ) \

I

Entfallt in der 2. Ziehung wegen der 1. Ziehung
Anzahl der Merkmale: n=5

Anzahl der Versuche: k = @@® © O O Kombination ohne Wiederholung 10
3
Zweite Ziehung @ 4
o (00oo 00 o |cjecoe o [CPPPlee o (@ @ o ||® ©
. o 00000 | © 00006 O OPPPOee O [OPgoP | @ ||© O
1) 000 O@ oel®@O @ (] SN} @ @ @ O
® k&o\:\o XK, lolee @ ole (@
@ o [eceoe o (0000 o olee | o oo | @
- @00 OO \\..OOO OO @ O|@ J
[
3
5 O 00000 | O OO0 ® | © OXONC
N @ o ||eoeeoee o eeeew. o ®0 @
% ( X JON@XC) 0000 \ @0 ®
w0
OO0 O0O00O | O] 00000 | O O
() o eeceee| o eeeee® O
@00 OO 0000 @)
O OO0 | O | 00000 | O o
QO o |eeccee o eecee o ©
@00 OO @00 OO0 ©)
Dritte Ziehung @ 3
: Entfallt in der 2. Ziehung wegen der 1. Ziehung (Hauptdiagonale)
:] Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 1. Ziehung (1 und 3 gleiche Farbe)
:] Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 2. Ziehung (2 und 3 gleiche Farbe)
: Entfallt, weil Nachfolgenummern kleiner sind wie Vorgadngernummern
g égt%% e%aacﬁeLEFeer?"ngﬁ{es ?Jhn %?R%\Ib der Hauptdiagonale, da sie nur
Vertauschungen der Elemente oberhalb der Hauptdiagonale sind (Keine

Raib £1 \
NEeTnoigce)
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1.2.2. Kombination ohne Wiederholung Urnenmodell fir N = 7

Anzahl der Merkmale: n=5 Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k = Anzahl der Versuche: k =
2 3
Kombination ohne Wiederholung 10 Kombination ohne Wiederholung 10
Dritte Ziehung
1 2 3 4 5
Erste Ziehung T oY M\ (Ai113) _(11114) (1111
1 2 3 4 5 " g | [
o - 2 |29 [zl
5 N o
®: ) @) @ 6 5 @Y [
N =
® 2R “12)  (52) 2 27| [
N 0 10 |
o 27 (1B (@p) (513) s sy (11512) (11513) (11514)
(Dv —
S| (114) (24)  (©1) 0 - [@ﬂﬂ-i 2[112H (2[113) (2]1]4) (2]1]5)
. ] (115) (215 (3I5) (4I5) (21211) (21213%. (2]2]

D) |@312)|(2i2i2) OBy @1315)

214)N) [(21412) | (21413) (
21511)\2512)) (2153) (21514) ((21515)

Zweite Ziehung
5 4 3 2

3‘ ‘Erste Ziehung

1
=

3y11) m (B1113)] (BI114) (B[1I5)

(@)

c

>
2 |2~ @ Gappl | Gea) ¢2e) @2
g O E"’ 33Nai312) [ 3 (313]5)
gl 37| (a410) (MQ (31413)] (ala14) T3145)
a] (N @s) @sNGEs) Gisi4) (G5E)
M < (4|114)| (411]5)
(@) EN
= Q T (4|1214)| (412]5)
o | @) @Ri2) ks |@se)| @s)s)
2 o~ |[(41411) (41420 0a1413) (Ar445)
% S o
i @si) (@512) @514y (@55)
o]
. cg”v ( (51113) | (3]1]4)| (51115)
5 5 (512[7 ( (51214)| (3125)
X5 . N o
N 2 (51311) (3]3] \(5|‘3~|4) (513]5)
& ¥ \51411) (5412) (514] 5
a| (N lles) (s512) (61513) LEBRLGEEE)

Entfallt in der 2. Ziehung wegen der 1. Ziehung
Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 1. Ziehung
Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 2. Ziehung
Entfallt weil Spaltennummer gréRer als Zeilennummer (ohne Reihenfolge)

o

Entfallt, weil Nachfolgenummern kleiner sind wie Vorgangernummern

(Wenn eine kleinere Nummer nach einer gré8eren auftritt, dann muss in den bisherigen
Ziehungen mindestens in der 1. Ziehung die kleine Nummer bereits vorhanden sein. Da die
Reihenfolge nicht zu beachten ist, ist dieses Trippel bereits erfasst.)

Ubrig bleiben die rot geschriebenen Trippel.

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter


http://www.treff-lernen.de/

‘ Das Zahlprinzip

Seite 21

1.2.2. Kombination ohne Wiederholung Duales Urnenmodell Fir N = 7

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=2

Duales Urnenmodell:
* 2 nicht unterscheidbare Kugeln auf
* 5 Urnen zu verteilen wobei

* Mehrfachbelegung nicht zulassig ist
4 @000 0000 e00e0 e000Oe
3 OO0 0Ce0eo0 Ce00e

2 00e@O OCO0Ce
1 O0COCee®

2. Kugel an Position

@ ©) @ ®

00000 0080 e00Ce0 e000e

00000 |CeCe0 Oe00e

ele]l I Jompeel o] )

1. Kugel an Position

® @ ® ©

oolCee

1. Kugel an Position

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=3

Duales Urnenmodell:
* 3 nicht unterscheidbare Kugeln auf
* 5 Urnen zu verteilen wobei
* Mehrfachbelegung nicht zuléssig ist

3 @0000 00000 ee00e
5 @000 eCe0e

6 0000

9 00000 ceeCe OCe00e
10 CO000®

2. Kugel an Position

@ ©) @

0000
C).O0.0 Lol [ ]@)
Y Jelol AN JOI ol Br Jelel I |

@ ol I I J©
Cee0e Cel0e®

OPWOOWO®®

CO00®
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1.1.3. ohne Wiederholung ohne Reihenfolge k Elemente

‘ Beispiel 1

Wie viele 4-stellige Zahlen haben genau 2 mal die Ziffer 2?

‘Lésung
die Kugeln entsprechen den 4 Stellen n=4

1 die Ziffer 2 soll an zwei Stellen sein k=2 V/IK

2 wo die 2-en auftreten ist uninteressant ohne K
Reihenfolge

3 jede Stelle kommt genau einmal vor ohne Kw
Zurucklegen

Kombination ohne Wiederholung — k-Teilmenge aus einer n-Menge

Damit ergibt sich als Losung: n!/ (n-k)!k! =41/212! =6

Beispiel 2

An einer Feier nehmen 20 Personen teil. Pl6tzlich geht das Bier aus. Um hinreichenden Nachschub zu besorgen,
werden 3 Leute ausgewahlt, weil 3 Personen notwendig sind, um das neue Fass zu transportieren. Wieviele
unterschiedliche Mdglichkeiten gibt es, 3 Leute zum Bierholen zu schicken ?

Lésung
die Personen entsprechen den 20 Stellen n=4
1 3 Personen sollen ausgewahlt werden k=2 V/IK
2 in welcher Reihenfolge die Personen ausgewahlt ohne K
werden ist irrelevant Reihenfolge
3 keine Wiederholung, keine Person kann zweimal ohne K,
ausgewahlt werden. Zurlcklegen w
Kombination ohne Wiederholung — k-Teilmenge aus einer n-Menge
Anzahl der Kombinationen 1140
|Beispiel 3

Sie haben in einem Kaufhaus 8 verschiedene Kleidungsstucke fiir jeweils 50 DM ausgesucht, kdnnen aber nur 5
bezahlen. Sie entscheiden sich deshalb dafiir, 3 Kleidungsstiicke nicht zu kaufen. Wieviele Mdglichkeiten gibt es,
die 3 Kleidungsstiicke auszusortieren?

‘Lésung
Anzahl der Kleidungssticke n=8
Anzahl der Objekte k=3 V/IK
die Reihenfolge des Zuriicklegens ist uninteressant | ohne K
Reihenfolge
kein Kleidungsstick kann zweimal zurtckgelegt ohne Kow
werden Wiederholung

Kombination ohne Wiederholung — k-Teilmenge aus einer n-Menge

Anzahl der Kombinationen n! = 8l - 876 8*7 = 56
(n-k)'k! 513! 1*2*3
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Jedes Element kann mehrmals ausgewahlt werden.

2. mit Wiederholung

In diesem Fall spricht man von ,mit Wiederholung“ oder ,mit Zurticklegen®. In diesen Fallen kann die Anzahl der k der
Ziehungen grofier sein, als die Vorhandenen Elemente. Das gezogene Element wird in seiner Eigenschaft notiert und in
den Behalter zuriickgelegt. Damit ist es moglich, dass auch bei 3 Elementen 100 mal gezogen werden kann. Da hier k

groéer als n sein kann werden Binomialkoeffizienten nicht zu Einsatz kommen, da fur deren Berechnung die obere Zahl
immer grofRer sein muss als die untere Zahl.
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2.1. es werden alle Elemente ausgewahlr

2.1.1. PermurtaTion mit Wiederholung

Permutation von Elementen aus n gleichen Mengen mit n Elementen, wobei aus jeder Menge eine Element

entnommen wird.

Eine Beachtung der Reihenfolge kann nur fiir unterschiedliche Elemente betrachtet werden.
Vertauschungen gleicher Elemente werden als gleiches Ergebnis wahrgenommen.

Wie viele Moglichkeiten gibt es n Elemente, nicht alle unterscheidbar anzuordnen ?

Es soll davon ausgegangen werden, dass die Nichtunterscheidbarkeit in der gleichen Farbe der Elemente liegt.

Es gibt also mehrere Elemente, die ein und dieselbe Farbe haben. Die Elemente sollen gedanklich
unterscheidbar gemacht werden, in dem alle Elemente einer Farbe durchnummeriert werden. Wenn man jetzt

die Farbe und die Nummer als Eigenschaft der Elemente wahlt, sind alle Elemente wieder unterscheidbar. Damit

ist die Anzahl der mdglichen Anordnungen wieder n! nach 1.1.

Wischt man jetzt die Nummern von den Kugeln wieder ab, so sind alle Anordnungen in denen Elemente einer
Farbe an den gleichen Positionen liegen, nur noch als eine Anordnung wahrnehmbar. Wenn n, Elemente von

der Farbe 1 vorhanden sind, dann lassen sich n,! Anordnungen nicht mehr unterscheiden, da die Nummern
fehlen und jede Anordnung als die gleiche angesehen wird.

Damit bleiben als unterscheidbare Anordnungen nn—:
)

Gibt es unter den Elementen nicht nur mehrfache Elemente von einer Farbe, sondern von
mehreren Farben, dann |asst sich diese Formel verallgemeinern:

n!
n!ntnt...n!

Dabei sind die einzelnen n,_jeweils die Anzahl der nicht unterscheidbaren Elemente eines Typs.

Fir die Auswahl

& von n Elementen

& aus einer Menge mit n Elementen

& mit Wiederholung (das heit auch hier, es kdnnten alle Elemente auf einmal gezogen werden)

& mit Beriicksichtigung der Reihenfolge unterscheidbarer Elemente und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge nicht unterscheidbarer Elemente

Voraussetzungen:

# Mindestens 2 Elemente der Ausgangsmenge sind identisch, d.h. es gibt Elemente der Ausgangsmenge,
die sich nicht voneinander unterscheiden lassen .

&# Es mussen alle (n) Elemente ausgewahlt werden.

(nach dem Experiment ist die Urne leer)

& Ein Individualelement kann nicht mehrmals ausgewahlt werden, ein Element mit gleicher Eigenschaft
hingegen schon. Liegen z.b. 2 rote Kugeln in der Ausgangsmenge, so muss jede der beiden roten
Kugeln ausgewahlt werden (mit Wiederholung), eine dritte rote Kugel kann aber nicht ausgewahlt
werden.

@ Die Reihenfolge der unterscheidbaren Elemente spielt eine Rolle.

Interpretationen

L~
L~

Anzahl der Mdglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von k Kugeln aus einer Urne mit n Kugeln mit
zuricklegen so zu ziehen, dass, dass die Kugel a_ genau k — mal gezogen wird.

Anzahl der Mdglichkeiten, k unterscheidbare Objekte auf n Urnen so zu verteilen, dass in der
m —ten Urne k  Objekte liegen.

www.treff-lernen.de
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211, mit Wiederholung mit Reihenfolge

n Elemente

Beispiel 1

Sie stehen an der Kasse und miissen genau 4.50 Euro bezahlen. In ihrem Geldbeutel befinden sich drei 1-

Euromiinzen und drei 50 Cent — Miinzen. Sie nehmen die Miinzen nacheinander heraus und legen sie vor der
Kasse ab. Wie viele unterschiedliche Moglichkeiten gibt es, die Minzen der Reihe nach anzuordnen ?

Lésung

Anzahl der Miinzen ist n n=6
1 | Es werden alle Minzen bendétigt k=6 P
2 | da Permutation ein Spezialfall der Variation ist mit
kann hier ,mit Reihenfolge* argumentiert werden. Reihenfolge
3 | Mehrere Minzen sind gleich; jeweils 3 Stiick mit Pow
Wiederholung

Permutation mit Wiederholung
Anzahl der Mdglichkeiten, n! /k1lk2! = 61/3!3! = 20.

© Dipl.-Math. Armin Richter
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2.2. es werden k Elemente mit Wiederholung ausgewiahlr

2.2.1. Variation mit Wiederholung

Permutation von Elementen aus k gleichen Mengen mit n Elementen, wobei aus jeder Menge eine Element

entnommen wird.

1.2.2. Wieviele Méglichkeiten gibt es k Elemente unter Beachtung der Reihenfolge anzuordnen ?

Fir das Ziehen des ersten Elements gibt es n  verschiedene Mdéglichkeiten.

Fir das Ziehen des zweiten Elements gelten die gleichen Regeln, wie fur das erste, das
gezogene Element wird zurlickgelegt und es sind wieder n Elemente vorhanden.

Fur das Ziehen des zweiten Elements gibt es n verschiedene Mdglichkeiten.

Fir das Ziehen des dritten Elements gelten die gleichen Regeln, wie fur das erste, das
gezogene Element wird zurlickgelegt und es sind wieder n Elemente vorhanden.

Fur das Ziehen des dritten Elements gibt es n verschiedene Mdglichkeiten.

Fir das Ziehen des k-ten Elements gibt es n verschiedene Moglichkeiten.

Werden aus einer Urne mit n Elementen alle k Elemente unter Beachtung der Reihenfolge gezogen
und wieder zurlckgelegt, dann gibt es

nenene...*n=nk

\%/—/

k — Faktoren

verschiedene Mdoglichkeiten des Ziehens.
k-Tupel (x4, Xo, . . . Xy )

# Anordnung je eines Elementes aus k verschiedenen Mengen, wobei aus jeder Menge ein
Element vorhanden ist.

# Aus n unterscheidbaren Objekten einer Menge werden nacheinander mit Zuriicklegen k
Objekte entnommen

# Ein jedes solches k-Tupel ist ein Pfad im Baumdiagramm.

# Bei Berlicksichtigung der Reihenfolge ist jeder Pfad zu bewerten, es gibt so viele
Mdglichkeiten, wie k-Tupel zu bilden sind.

# Da jedes Element nur einmal vorhanden sein darf, ist k < n.

dl Alle k—Tupel, die aus einer

dl n—elementigen Menge erzeugt werden kénnen

Fir die Auswahl

-+

-
-

-+

von k Elementen (Kugeln), beim Ziehen mit zurlicklegen kann k > n sein, da jeder Versuch die Bedingungen
hat, wie der erste

aus einer Menge mit n Elementen (Urne)
mit Wiederholung (Zuriicklegen) (das bedeutet, dass vor jeder neuen Ziehung der Zustand vor der ersten

Ziehung wieder hergestellt wird. Damit ist auch mdglich, dass k > n, da die ,Urne” nie leer wird.)
mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Voraussetzungen:

o
o
o

rl

Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.
Es werden einige (k) Elemente ausgewahlt.

Beim Ziehen mit Zuriicklegen kann k > n sein, da jeder Versuch die gleichen Bedingungen hat, wie der erste
Versuch.

Ein Element kann mehrmals ausgewahlt werden.

Interpretationen

&
&
L

Anzahl der Mdglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von k Kugeln aus einer Urne mit n unterscheidbaren
Kugeln mit Zurticklegen zu ziehen.

Anzahl der Méglichkeiten, k verschiedene (unterscheidbare) Objekte auf n Urnen zu verteilen, wobei jede
Urne beliebig viele Objekte aufnehmen kann.

Anzahl der k-stelligen Sequenzen, in denen jede Stelle mit irgendeinem von n verschiedenen, beliebig oft
wiederholbaren Zeichen besetzt ist.
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2.2.1. Variation mit Wiederholung — Baumdiagramm und duales Urnemodell

Das Baumdiagramm ist voll besetzt.
Baumdiagramm ist beliebig erweiterbar.

Anzahl der Merkmale: n=4

. NOXOX | nk
Anzahl der Versuche: k =
1
i 1 i1 .
| | | 4 | | | | | | | | |
Anzahl der Versuche: k =
2 ¢ 0606 0O OO O @@ @ @ 0 0 o
e O 0 ®6 O ® ©6 O @ @ @ O O 04

Duales Urnenmodell:

* 4 Urnen zu verteilen wobei

* Mehrfachbelegung zuldssig

» 2 unterscheidbare Kugeln sind auf

[ J @
@000 000 00O 00Oe
e00Ce OO OCe0e 0Cee

000 OO 0Oe0e 0Leod

@000 0000
@000 @000

Anzahl der Versuche: k =

9000 0000 0000 0000
0000 OOOC 0000 0000
0000 0000 0000 0000

Duales Urnenmodell:
* 3 Unterscheidbare Kugeln sind auf

T
0000 0000 OO0 OOOO
0000 OOOO 0000 0000
0000 0000 0000 0000

\\‘H H‘H \\‘H WLW
0000 0000 0000 0000 o4
0000 CO0O0 0000 0000
0000 0000 0000 0000

* 4 Urnen zu verteilen wobei

* Mehrfachbelegung zulassig ist

()
@
0000

()
[ ]
0000

e
e
0000

o
[ ]
000 O

©)
@000

@O0 O

@000

0000

000

oY X010

0000 0000 0000 0000
0000 O0O00 0000 o000
0000 0000 0000 0000

10

O
SleX @

O
0000

©)
0CO®@0

©)
000 @

000e

000e®

@00

0O0@0O

000e

@000

20

()
OXOL JO)

o
Oo0o0e

()
@O OO0

()
@00

O000e

[ JOION@,

] JOl)

00e0o

@000

@000

30

o
@000

e
O @00

o
0e00O

o
O0e00

ele) ¢

0000

0O@0

oooe

Co0e@

Ooo0e

40

(O} JOJ@,

@00

©0e0o

e0®@0O

@ 00e

000®

Ceeo

000e

@ 000

@000

50

@000

| JOXOX@)

@000

000

000

0000

cCeeo

o0e0e

oeeo

GIOJON )

60

0000

0OCeo

000

o o0

Ohne Wiederholung enthalt nur die letzten drei Reihen mit den 24 Mdglichkeiten.

64
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2.2.1. Variation mit Wiederholung — Baumdiagramm Fir N = %

Bei der 1. Ziehung wurde die 1. Kugel (blau) oder die Zahl ,1“ gezogen.

In dualen Urnenmodell gibt die 1. Zahl die Urne an, in die die rote Kugel gelegt wird,
die 2. Zahl die Urne an, in die die gelbe Kugel gelegt wird
die 3. Zahl die Urne an, in die die griine Kugel gelegt wird.

Die Farben im dualen Urnenmodell haben nichts mit den Farben des normalen Urnenmodells zu tun, sondern dienen
lediglich der Unterscheidung.

k=3 k=3
AN N
Duales Duales
Urnenmodell Urnenmodell
k=2 o

[ ]
— @ {11 OOO00O0

Duales

Urnenmodell O
— O (1112 @@ 000
— @ o o
{11} @000 O @ ;13 @000
@
— @21 @0000 O
21 . — @ (114 ©0000

— © {1,227 @0000O @)
ez — O (115 @O0 00O@

|l @ 23 0000
— @ (2 e0000 ®

@
— O (124 @000 — @ {131 @O0
— O {125} @000@® |—@{1322 @000 0
o 0
@ {1:33 ®O OO0

— @ ¢3 0000
— O (1,34 @O000O

— @ {141 @O0O0O

— O {135, @0000
— © 142y @O00O

— @ ¢y 0000 [— @ (143 @000

Q{44 @O00O @
O« b — @ {1511 @0000

L 1;45y @OOO0O0
O 4 ‘0{1;5;2}.0000

o Q (157 ®O0O0O Q{153 @000 0

— QO (154 @00@0O

(@)
—QO (155 @O0000
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2.2.1. Variation mit Wiederholung — Baumdiagramm fir N = %

Bei der 1. Ziehung wurde die 2. Kugel (grii) oder die Zahl ,2“ gezogen.

In dualen Urnenmodell gibt die 1. Zahl die Urne an, in die die rote Kugel gelegt wird,
die 2. Zahl die Urne an, in die die gelbe Kugel gelegt wird
die 3. Zahl die Urne an, in die die griine Kugel gelegt wird.

Die Farben im dualen Urnenmodell haben nichts mit den Farben des normalen Urnenmodells zu tun, sondern dienen
lediglich der Unterscheidung.

k=3 k=3
AL AN
Duales Duales
Urnenmodell Urnenmodell
k=2 @
@ 11 0@000
Duales O]
Urnenmodell — O 2120 © @O0
— @ (1) 08000 — @ 213 00®00
O
— @21y ©®000 —Q 14 0000
O]
o [ L .
- O {222} 00 000 O 215 OOO0O0
@ O
— @ 22 00000 —— @ 223 0@
@)
— O r24 00000 _ g sy 0000
4 ®
— O @29 00000 | @psy ceoco
(@)
© — @ 23 0e000 ® 233 0@0C0
— @ {241 00000 — 0234 ceceo
@ A
@ 4z O®O0O0 — O 235 0000 O
— @ 4 00000 —— @ 243 OO@OO
@
O 2449 0000
— @251 @@000
L — O 245 OO0O0O0 ®
— Ops52 OO0
— () 2550@000 @53 Oe0O0
— O 254 00000
@
—O 255 0000
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2.2.1. Variation mit Wiederholung — Baumdiagramm Fir N

=2

Bei der 1. Ziehung wurde die 2. Kugel (grii) oder die Zahl ,2“ gezogen.

In dualen Urnenmodell gibt die 1. Zahl die Urne an, in die die rote Kugel gelegt wird,
die 2. Zahl die Urne an, in die die gelbe Kugel gelegt wird
die 3. Zahl die Urne an, in die die griine Kugel gelegt wird.

Die Farben im dualen Urnenmodell haben nichts mit den Farben des normalen Urnenmodells zu tun, sondern dienen

lediglich der Unterscheidung.

k=3
AN
Duales
Urnenmodell
k=2
Duales
Urnenmodell

— @ 1 0oe00

— @321 @000
®

— © 822 00000

®

— @ 32 coe00 | @323} 00800

—— O 8324 CO@@O

L0 325 0O0@0O0

k =
AN

3

Duales
Urnenmodell

— @ 311
— O {312
— @ 313

— O @14

— O {3:1;5)

— @ {3:3;1}
— O {3;3;2}

@ 3;3;3;

Q@

@ @ 00000

— @ {341 Q0@ OO

— @ 842 OO0
)

@ B43 00000

O}
— O 344 O0CGO0O

— @ (340000

L— O 845 0000@

I Q {3;5 OO@O O

— @ {351}
— ©13;52)

— @ {3:5;3}

— O {354}

— O {3;5:5}

o
00e00

C0eO0
o
00@e00

CO@e0oo

0000

©)
CloX 1O)@,

O
00000

o
@
0000 O

0639 50000

o
— 0838 ocoe0e

00000

00000

00000

00eeod

O0@00
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2.2.1. Variation mit Wiederholung — Baumdiagramm fir N = %

Bei der 1. Ziehung wurde die 2. Kugel (grl) oder die Zahl ,2“ gezogen.

In dualen Urnenmodell gibt die 1. Zahl die Urne an, in die die rote Kugel gelegt wird,
die 2. Zahl die Urne an, in die die gelbe Kugel gelegt wird
die 3. Zahl die Urne an, in die die griine Kugel gelegt wird.

Die Farben im dualen Urnenmodell haben nichts mit den Farben des normalen Urnenmodells zu tun, sondern dienen
lediglich der Unterscheidung.

k=3 k=3
AL N
Duales Duales
Urnenmodell Urnenmodell
k=2 @
— @ Wil 0000
Duales
Urnenmodell — O 4122 00000
— @ @1 000e0 — @ @13 00000
®
— @u@2n 00000 —O u14 00000
@
— @ 422y OO0 —O #1585 0000®
— @ ©2 0000 —+— @ 423 00@eO
@
— O v24 00000 g usy @00e0
— O w25 CO000 | g uss ce000
®
Q@ #3000e0 ® 433 0CO0@O
o ®
— @ @41 00000 — O usn 00060
O L 4:3;5
— O 442y V@O O w5 00000
0) O
— @ @4 00000 —1— @ @43 0000
@
— O @44 ®
00000 — @@51 @000
L O (45 O
COO®0 — @us2 ceceo
— Q {4;5) COOC@O — @ 4533 COO@O
@
— O @454 OOO@O
®

—O @55 0000
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2.2.1. Variation mit Wiederholung — Baumdiagramm fir N = %

Bei der 1. Ziehung wurde die 2. Kugel (grii) oder die Zahl ,2“ gezogen.

In dualen Urnenmodell gibt die 1. Zahl die Urne an, in die die rote Kugel gelegt wird,
die 2. Zahl die Urne an, in die die gelbe Kugel gelegt wird
die 3. Zahl die Urne an, in die die griine Kugel gelegt wird.

Die Farben im dualen Urnenmodell haben nichts mit den Farben des normalen Urnenmodells zu tun, sondern dienen
lediglich der Unterscheidung.

k=3 k=3
AL AL
Duales Duales
Urnenmodell Urnenmodell
k=2
)
— @ B 5000
Duales
Urnenmodell — @ {5;1;2} 000 0@
— @ &1 0000e — @ 513 0000®
— @2y 00000 —O 514 0000@
@ )
- QO 522y OCOO0C@® — (O 51,58 OOOO@
— @ 652 0coooce @523 0000e
— © 24 OOCO® o .. 00000
)
— O 625 O000@ | g3y 0000
)
O — @ 300000 @ 533 0000
e 534y O0O00@®
— @ 541 0000 O34 .
- 535 O000@
— @ {542 000 O (38}
— @ s400000 —— @ (543 OOG0
o)
— O 544 OO00@ o
o [ @551 @000@
L— O 545 OO00@ @)
— @552 000 @
o o
— () 55} 0000® - @553 0000
Q
— O 554 O000@
)
— QO {5:5:5} O
0000
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2.2.1. Variation mit Wiederholung — Urnenmodell fir N

7

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k =

2

Variation mit Wiederholung 25

0000C0O

Erste Ziehung 5§

@ ©O ® 0o O

0 oo oo

@e® @O

Zweite Ziehung ) 5
® o ® @ ® o @
o @ O
e o e o e o ®
® o o
@ o @ @ @ 0 @
e @ o
o]0 o |0 o |O @)
o @ O
@\ ©® @ 0o @ |©® )
® @ O

o0 00O 00 oe 0o

@ O

Erste Ziehung
1 2 3 4 5
: o | (1) @1 @) @ 6
N
Q é (112)  (212) @2) (“412) (512)
N
Q _gm (113)  (213) (3I138) (4I3) (5I13)
[0
ST (14 (24) (314) (44) (514)
Q ol (115)  (215) (3I5) (4I5) (5I5)
Duales Urnenmodell:
* 2 unterscheidbare Kugeln sind auf rote Kugel an Position
* 5 Urnen zu verteilen wobei @ @ @ @ @
* Mehrfachbelegung zulassig PY
c @ 0000000000 0000|0000 0000 e
9
2 @ @
0:' @000 0OVOO0OeOO | Ve | OO @
©
ENIE) o
4 Q00000 00000000 00eeC LOeCe
()
:5 .
< @ Q@OO000 V00O VOGO OO0 |OLOoe
@ @
( JOJOJCICING] JOJOICeI6] JSIVNeIeIel ICNICIGIeIeI0)
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2.2.1. VariationN mit Wiederholung — Urnenmodell fir N = 7

volle Besetzung der Matrix

Variation mit Wiederholung 125
Anzahl der Merkmale: n=5

Anzahl der Versuche: k =3 " Y X IOKO

Zweite Ziehung @ 5
® 00000 © 00000 © 00000 © ©00C0OOGO O 00000
‘ O 00000 O 00000 O 00000 | O |0OOOOO |06 | 00000
N L X _JONGXC) 0000 (I XOXGNG) 0000 0000
o 00000 © 00000 O 00000 O 000OCO O O0000O
. ® 00000 | & 000O0O0O O 0O0OO0O0DO | O |OOOOCO |0 | 00000
o 00 OO0 0000 (X JCIONC 0000 0000
c
é © 00000 | ©  00O00O © 00000 O©0 0000OC | O |0000O0
N () @ 00000 © 00000 O 00000 | O |OOOOCO |0 00000
% L X _JONGXC) 0000 (I XOXGNG) 0000 0000
I
O |00000 | O00000O |O|OO0OO0O0O |0 |OO0O00O | O |O0O0000
(D ® 00000 O 00000 O 00000 |O |OOOOCO |0 00000
[ X JONOXC 0000 @000 O 00000 0000
®© 00000 © 0000COG © 00000 O 00COCO © 00000
() ® 00000 © 00000 O 00000 |O |[OOOOCO | 00000
L X JOXOXC 0000 (X JOIOXC 00000 0000
Dritte Ziehung @ 5
Dritte Ziehung Dritte Ziehung
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
T -— - E
oy g’ (111 (112) (nB) (4) (Is) - @) @112) (4113) (@1114) (41115) g 2
N N O
E E (11211 (11212) (11213) (1]214) (11215)  (412[1) (4[2[2) (4]2]3) (4]2}4) (4]215) | & || N
™ w
e | (B (1812) (11313) (11314) (11315)  (4I131) (4I312) (413]3) (4]3]4) (43[5) AE g
o<
3 % (11411) (11412) (11413) (1]1414) (11415)  (4]4]1) (4|4]2) (4]413) (41414) (4]415) é 4
o o) (&)
- (11511) (11512) (11513) (1I514) (1I515)  (4[5]1) (4I512) (4I513) (41514) (4[515) —
N — - LI'I
. 2 | @1 @112) @113) (2114) (215  GI1I1) (BI112) (5[113) (5I114) (5/115) c%‘ 2
N N O
§ E (2211) (2[22) (2[23) (2]2|4) (2]215)  (5I2[1) (5[2[2) (5[213) (512]4) (5]215) | & || M
™ w
N2 | @BI) (21812) (2313) (21314) (2135)  (5I1311) (51312) (5[313) (5I3I4) (513]5) Acﬁ §
<
3 % (21411) (2142) (2/4]3) (2|14]14) (2/415)  (S14]1) (3|412) (51413) (5l414) (5]4[5) é <
5 [To) (&)
[ (21511) (21512) (2I513) (2I514) (2I515)  (5I5]1) (3I512) (5I513) (5I514) (5I515) Rl
(32
. g | G GI2) @I113) (3[114) (3]115)
N
§ E @GI2[1) (3[2[2) (3[2[3) (3]2]4) (3I2]5)
™
Mg | (3131 (3I812) (31313) (3[314) (3I3I5)
<
3 % (3[4[1) (31412) (3]413) (3]414) (3[4I5)
I [To)
el (3I511) (3I5[2) (3[5I3) (3[514) (3I5I5)

Jede Tabelle entspricht einer Zeile der ersten Ziehung in der obigen Darstellung: 1 =rot; 2 =blau; .....
Jeder Spalte entspricht der zweiten Ziehung in der gleichen Farbreihenfolge.
Die dritten Spalten in jeder Anordnung entsprechen den dritten Zeilen in der Farbdarstellung
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2.2.1. Variation mit Wiederholung — Duales Urnenmodell Fir N = 7

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=3

Duales Urnenmodell:
* 3 Unterscheidbare Kugeln sind auf
* 5 Urnen zu verteilen wobei

* Mehrfachbelegung zulassig ist

gelbe Kugel
© @ © @ ®

()
©) @ ) () ()
@0000 0000 @0000O @0000 e00O00

O ()
00000 @0000 #0000 00000 0000

@ @) ()

0000 00000 0000 00600 @060

O o
0000 00000 00000 0000 @000

O (O]
0000 0000 00000 00006 0000

@ @)
00000 00000 00000 00000 00000

©
e o © (0] ()
00000 0000 0000 @000 0000

o )
@ lce@00 COO0O 08000 Oeeor Oe®0 o

O @
00000 00000 OO 0000 Ceooe o

@) (O]
00000 000 V006 OO0 0000

rote Kugel
grune Kugel

e ©)
00800 00000 @000 00e00 e0e0O0

() @)
00000 00000 0000 Cee00 C0eoo

© ®
® ® %,
® |ececo 0oe0o coeoo CO®00 CVUE0O

O )
00000 OO0 OGO OLOOO VOee o

©) e
cOe0e OO0 COe0e COe0e® OOe0O0

© ® @ ® &6 6 ® @ ® 66 O &® 0 O 6
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Das Zahlprinzip

2.2.1. Variation mit Wiederholung — Duales Urnenmodell Fir N

=2

Anzahl der Merkmale:
Anzahl der Versuche:

n=>5
k=3

@

gelbe Kugel

@

€) )

®

()
@)0)0] 1@

00000

@ |coeeO

o
OO0 @O

000C®0

@00 @0
o
0O00eO

CO0eo

)
000@O

000 eo

@)
0000 00e0

@)
00000 0000

) O
eJolel Jemmelel I X@
@

@) O
00O OO0 @O

@)
OO0 O0Oee

000®O

0O00® O

000 O

(O]
ool o

o
o/ele] 1@

)
o000

rote Kugel

0000 e

@00 0Oe 0000 e 0000e e000e

() O
O000e OCe00e Oe00e Cevle

o

e

C)OOOO. co0ee 0OOO0Le COe0e CO0e0e

o
0000 COO0e COO0e OOLOe OOO0oe

@ @ - )
O0O00O0Oe OO00OOe OOO0Le OOO0e OO0 e

O

O

O

®

grune Kugel

@ &® @ ® 6 0 &® w O® 6
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2.21. mit Wiederholung mit Reihenfolge k Elemente
‘ Beispiel 1
Wie viele verschiedene Ergebnisse gibt es bei einem 4-fachen Wurfelwurf?
‘Lbsung
die Kugeln entsprechen den 6 Augenzahlen n=6
1 Es sind 4 Wirfe k=4 V/IK
2 es ist entscheidend in welcher Reihenfolge die mit Vv
Augenzahlen kommen Reihenfolge
3 die Augenzahlen kénnen sich wiederholen mit Vow
Zurucklegen

Variation mit Wiederholung — k-Tupel aus einer n-Menge
Damit kennt man die Anzahl der Mdglichkeiten, namlich nK= 64= 1296

Beispiel 2

Eine Prufung bestehe aus 10 Multiple-Choice-Aufgaben mit jeweils 5 Alternativen. Wieviele unter-schiedliche

Maoglichkeiten gibt es, die Alternativen aller Aufgaben anzukreuzen ?

Klarstellung: Stellen Sie sich vor, die Spalten in einem Statistikprogramm reprasentierten die Aufgaben. In den

Zeilen stehen die Alternativen als Daten. Wieviele mogliche unterschiedliche Zeilen gibt es?

Lésung

Anzahl der Auswahlen ist n (gleichgultig, wieviele Fragen ich n=>5%
habe, sind immer 5 Mdglichkeiten vorhanden)

1 | Wie oft habe ich die Chance diese 5 Mdéglichkeiten anzukreuzen | k = 10 V/IK

2 | das Ankreuzen 1. Frage 1, 2. Frage 2 ist was anderes, als 1. mit V
Frage 2 und 2. Frage 1 Reihenfolge

3 | Ich kann die Position 1 mehrfach ankreuzen (da k gréer als mit Viow
n, geht das nur ,mit Wiederholung*) Wiederholung

Variation mit Wiederholung — k-Tupel aus einer n-Menge
Damit kennt man die Anzahl der Mdéglichkeiten, namlich nk=510= 9765625

Beispiel 3
Wie viele verschiedene dreistellige Zahlen kann man aus den Ziffern
5,6,7,8,9 0,2,4,6,8
bilden, wenn Ziffern auch mehrfach vorkommen diirfen
Lésung
56,7,8,9
1. Ziffer 2. Ziffer 3. Ziffer n'=5=125
5 - 5 - 3 Losung: 125
0,2,4,6,8
4-nk=4-52=100
1. Ziffer 2. Ziffer 3. Ziffer .
4 - 5 - 5 Losung: 100

Auch in diesem Fall bildet die erste Ziffer eine Besonderheit, da nicht alle der 5 Ziffern verwendet werden
durfen. Erst ab der zweiten Ziffer sind — fiir alle weiteren Positionen — alle 5 Ziffern erlaubt. Deshalb
erscheint in der Formel k=2, da nur noch zwei Positionen zu belegen sind. Die erste Position ist wieder

gesondert zu behandeln.
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221. mit Wiederholung mit Reihenfolge k Elemente

Beispiel 4

Wieviele 4 stellige Zahlen gibt es, die
a) mit 7 beginnen

b) mit 4 enden

c) mit 7 beginnen und mit 4 enden
e) die nicht die Ziffer 3 enthalten
f) die durch 5 teilbar sind

Lésung

a) mit 7 beginnen
An der ersten Position ist nur eine Ziffer zugelassen, an den anderen drei alle Ziffern:
1*nk=110°= 1000
n sind alle 10 Ziffern, k sind noch 3 zu belegende Positionen

b) mit 4 enden

An der ersten Position sind 9 Ziffern zugelassen (keine 0) an den zwei folgenden
Positionen sind alle 10 Ziffern zugelassen und an der vierten Position nur eine:

9enk +1=9+102+ 1= 900
n sind alle 10 Ziffern, k sind noch 2 zu belegende Positionen

c) mit 7 beginnen und mit 4 enden

An der ersten und vierten Position ist nur jeweils eine Ziffer zugelassen, an den Positionen 2
und 3 gibt es keine Einschrankungen, deshalb sind dort alle Ziffern zugelassen.

Tenk «1=1+102«1= 100
e) die nicht die Ziffer 3 enthalten

An der ersten Position sind damit nur 8 Ziffern zugelassen (keine 0 und keine 3) und an
den weiteren Positionen nur 9 Ziffern.

8enk =8+93= 5832
f) die durch 5 teilbar sind

Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn sie auf 0 oder 5 endet. Damit gibt es eine Einschrankung fur
die 4 Ziffer, fir die nur 2 Moglichkeiten existieren.

9enk «2=9+102+2 = 1800

|Beispiel 5

Ein Wirfel wird dreimal geworfen. Wieviele Anordnungen der Zahlen von 1 bis 6 sind moglich.

‘Lésung

1. Wt 2. Wt 3. Wt n*=6° =216 Lésung: 216
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2.21. mit Wiederholung mit Reihenfolge k Elemente

|Beispiel 6

Wieviele verschiedene Zulassungsschilder fiir Kraftfahrzeuge sind méglich, wenn die Schilder immer mit
2 Buchstaben beginnen

a) drei Ziffern ohne Vornullen

b) vier Ziffern ohne Vornullen

enthalten.

Lésung

a) 1.Buch 2.Buch 1. Ziffer 2. Ziffer 3. Ziffer

= 2.0 . 2 =

% - 26 - 9 - 90 - o 26%-9 - 10%=608 400

b) 1. Buch 2.Buch 1. Ziffer 2. Ziffer 3. Ziffer 4. Ziffer = 262-9-10° =6 084 000
26 - 26 - 9 - 10 - 10 - 10

Beispiel 7

In einer Schule gibt es drei Klassen mit je 20 Schilern. Aus jeder Klasse nimmt der Klassensprecher und sein
Vertreter an der Klassensprecherversammlung teil.

Wie viele verschiedene Mdglichkeiten der Zusammensetzung gibt es, einschliellich der Méglichkeiten
Klassensprecher oder Stellvertreter in einer Klasse zu sein.

Lésung

In einer Klasse mit 20 Schiilern gibt es fiir den Klassensprecher 20 Mdglichkeiten und flr seinen
Stellvertreter noch 19, da ja ein Schiler bereits als Sprecher gewabhlt ist. Hier handelt es sich um
eine Auswahl ohne Wiederholung.

Die soeben berechnete Anzahl ist aber fir jede Klasse gegeben. Da in jeder Klasse 20 Schiiler zur
Auswahl stehen, unabhangig, wen die andere Klasse gewahlt hat. Damit steht die Mdglichkeit einer
Klasse genau dreimal zu Verfiigung. Dabei handelt es sich um

eine Auswahl mit Wiederholung.

Teil 1: n! 20! 20!
20-19 = = = £g=20+19=380
je Klasse 0-19 (nk)! — (20-2)!" 18!
Teil 2: Teil 1 . Teil1 .o TelT - (Teil 1) = (20 19) = 380° = 54 872 000

Klasse 1 Klasse 2  Klasse 3
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2.2.2. Kombination mit Wiederholung

Auswahl von Elementen aus k gleichen Mengen mit jeweils n Elementen, wobei aus jeder Menge ein Element
entnommen wird.

1.2.3. Wieviele Mdglichkeiten gibt es k Elemente ohne Beachtung der Reihenfolge anzuordnen ?

Die Herleitung dieser Formel ist etwas komplizierter. Diese Formel wird fiir schulische Zwecke auch
nicht bendtigt. Deshalb soll hier aus diese Formel nicht weiter eingegangen werden. Im Dokument zur
Kombinatorik werden zu dieser Formel Ausfiihrungen gemacht.

n—k+1 | _ (n—k+1)!
[ k J_ k! (n—1)!

k-Kombination (x4, x5, . . . X ) einer endlichen Menge M

# ist eine ungeordnete Auswahl von k Elementen aus M
# ist die Anzahl der k-Kombinationen einer n — elementigen Menge

A Alle k-Kombinationen, die aus einer

d n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen

Fur die Auswahl

von k Elementen

aus einer Menge mit n Elementen

mit Wiederholung (das heif3t, dass jede Ziehung aus der Urne wie die erste Ziehung ist)
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

kb

Voraussetzungen:
Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.
Es werden einige (k) Elemente ausgewahit.

Beim Ziehen mit Zuriicklegen kann k > n sein, da jeder Versuch die gleichen Bedingungen hat, wie
der erste Versuch.

Ein Element kann mehrmals ausgewahlt werden.

L LWLk

Interpretationen

& Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln k Kugeln mit Zuriicklegen und
ohne Beachtung der Reihenfolge (ungeordnete Stichprobe) zu ziehen, wobei k > n sein kann.

& Anzahl der Moglichkeiten, k gleiche (nicht unterscheidbare) Kugeln auf n unterscheidbare Urnen zu
verteilen, wobei jede Urne mehrere Kugeln erhalten kann und k > n mdglich ist.
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2.2.2. Kombination mit Wiederholung — Baumdiagramm und duales Urnenmodell

Im Baumdiagramm ist in jeder Ebene der 1. Teilbaum vollstandig besetzt, fiir jeden weiteren Teilbaum fehlt ein
zusatzlicher Pfad. Das Baumdiagramm ist erweiterbar.

Anzahl der Merkmale: n =4

-/

Anzahl der Versuche: k =

O

AN AN A

Anzahl der Versuche: k =

‘00 00
| JON N

von 16 Zweigen

o0
OX _

10 _ 4-4-

O
@

O 00

@

@0
o0

_5°4 «3¢2.1

nur 10 besetzt 4.4 16 ~
Duales Urnenmodell:
* 2 nicht unterscheidbare Kugeln sind auf

* 4 Urnen zu verteilen wobei

5
8

@000
CeeO

* Mehrfachbelegung zulassig ist

Anzahl der Versuche: k =

‘O © 0 ©
® © @ ©

© O O
©c @ ©

2 3021
e [ J
L Jolojonel Jole)

e @
00O 0ooe

@000 e00e
0000 0COe®

5!

= 2143

AA

000 00 o o @ @
s0ee 000 o0 o OO o0 e % o o
ecee Ooe oe e Coo oo ® ¢ o ®
64 Zweige
von Vorebenen nur 10 besetzt
von diesen 40 Zweigen nur 20 besetzt
20 _ 4444445 3e2¢1 - 5! _
° (] e = -—= = ¥ = 5 L4 4 e _— -~ — - 20
4+4-4 64 16 3e2¢1 113!
: 13 | 8|
Duales Urnenmodell: 0000 | 0800 | 0080 |000e
* 3 nicht unterscheidbare Kugeln sind auf °
* 4 Urnen zu verteilen wobei 0000 0000 :OO. .:OO
* Mehrfachbelegung zulassig P ° ° °
0000 CeCe 0000 | CeeO
Ohne Wiederholung wiirden nur die
letzten vier Moglichkeiten existieren. coee e00e ©cece  OCcee®
0000 @000 0000 Ceeo0
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2.2.2. Kombination mit Wiederholung — Baumdiagramm fir N = 7

Beim Abzahlen mit Wiederholung treten in jeder Stufe die gleiche Anzahl Zweige in jedem Unterbaum auf. Bei 5
Kugeln existieren bei der ersten Auswahl 5 Zweige, in der zweiten und in der Dritten. Dadurch, dass hier ohne
Betrachtung der Reihenfolge zu arbeiten ist, fallen einige Ereignisse weg, die nur durch Vertauschung anderer
Ereignisse entstanden sind. Wenn man den Anteil der verbleibenden Zweige als Bruch schreibt und mit dem Produkt
fur eine volle Baumbelegung multipliziert, erhalt man ebenfalls die entsprechenden Abzahlformel.

k=3
AN

Duales
Urnenmodell

[ J
[ 4
k=2 —e (1;1;1y @®@OO0O0O0

Dual 4
vales —O0 {1112y @000

Urnenmodell

® e
— @ 111} ®0000 —— @ (113 0000

[ J

@
—O {11188 @000 @
‘ ]

@
— O {122} L X" Jolole
- — @ {123 @8O0
O 1.2 @000 — o (124 @@O@O
L0 {125 @@0O0@

o
—@® {1,333 @O@® OO
— @ (13 0000 0 (134 00000
—0O {1:35 0000®

o {144 @000
@000 0 —
- © {1:4} 0w L Yolol 1

O
—O 15 ®OC0®—0 0159 @000

0000

@
@
0O {222y O@OOO

®

® ® 223 C0@0O0

— @ {22 O@000 ®
® 24 ce0e@O

o
® —0 @25 0000e

@

—@ {233 00000
— @ 3 00000 ﬁo 234 C0e@@®O
O 235 0e@C@

@
— @ g 0080 O @44 0000
24} T o 245 0@Oe®
@
— O 5 OCO00@® —0 ps55 CO00®

Fortserzung NAchsTe SeiTe
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2.2.2. Kombination mit Wiederholung — Baumdiagramm fir N = 7

ForTseTzUNG
®
<.> (=3
Duales
O k=2 Urnenmodell
Q@
O Duales (]
Urnenmodell @ (3:3;3} @10l JOI®)
@ @
— @ {33 CO@00 0 ©#34 00eeO
- @
® — O B35 0000e
@
_— 0848 0080
— O p4 OO0 "L a5 0coeee@
(]
— O Es OO0 ——0 @355 00000
@
@

o 0 @4 00000
o [® wyCO0OC $ °
_ —0O @45 0000

@
4@ {45y COOC0® —O @55 0000@
o o
O — O 5 00000 ——0 55 0000
° oﬁ = L4 0l o o ﬁ— o ° ol
=53¢ 421 <6 =957 6°4+3°2-1
4+2+1 <6 Gedo3e2e1
—5e4¢3:2¢1 «6
4e3e2e¢e1 o2 = 762524 32+1
40321 e2e¢3
- _ 6! =
41« 2! 15 71
= 41.31 =35
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2.2.2. Kombination mit Wiederholung — Urnenmodel fir N

=72

Anzahl der Merkmale: n=5

Anzahl der Versuche: k =
2

Kombination mit Wiederholung 15

00000

Duales Urnenmodell:

* 2 nicht unterscheidbare Kugeln auf

* 5 Urnen zu verteilen wobei
* Mehrfachbelegung zulassig ist

Zweite Ziehung ) 5
e o oo e e (oo C )
@ N | ® ) @ o) ®
(e ° e o e o oo oo
o @ \:\\o ® %) ®
C
2 ®l°° o&o e ele |o|e@
N o ® \o o ®
Q
(4
“Olele |eje |e &o o | oo
o ® ® N © ®
@leo° o0 (o0 |0 A ®|e®
o ® @ ©) ®
Erste Ziehung
1 2 3 4 5
: o 1) @) @) @) 61
N
O % (112) 2)  (312) (412) (512)
Q Em (113)  (213) 3) (43) (53)
[0
,%,‘r (114)  (214) 4) (514)
. 0 5|5)
2. Kugel an Position
) @ ©) @ ®
e
s ® |@0000|00000|00000 | 80080 | @000e
I*%
e e
c @ oY JolelelleX X YololRel JoI JoRNel lolo] )
©
2 e
= ©) ol Jolollelel I lolielel o )
o
@ 000®@0|000ee
o
® Q000 ®
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2.2.2. Kombination mit Wiederholung — Urnenmodel Fir N = 7

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=3

. . . O Q Kombination mit Wiederholung 35

Zweite Ziehung @ 5
® 00000 | O (G000 O O @
. ® 00000 | O |00@O0O® O O O]
[T} C X JONGXO) oe@ O @ @ )
L I X J ® O 00000 O O N J
@ o ecceoe o eceee o ole @
- ...O.\O..O. o]0 @
C
3
X5 O |00 OO .N. Q0000
N @ o | ceoeoee o eeeew. o 00000
% (X _JORGXO) [ X ICNOXC \...O.
w
Ol (CICICNCION NOR NCIGIOIONO; OM
()| o |loe0eee | ®© e0e®@@® O 0000
C X XORGXO) X JOXOXO (X XOXONO)
O |O0OC0COO | ©  OOCOOO © 00000 o
Q© o eeeee o ee00e o co0cOO ®
C X XORGXO) X OXOX© (X XOXONO) \
Dritte Ziehung @ §
:] Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 1. Ziehung (1 und 3 gleiche Farbe)
:] Entfallt in der 3. Ziehung wegen der 2. Ziehung 82 und 3 gleiche Farbe)
: Entfallt, weil Nachfolgenummern kleiner sind wie Vorgangernummern
(etwas nach unten verschoben)
g Es fehlen alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale, da sie nur

Vertauschungen der Elemente oberhalb der Hauptdiagonale sind (Keine
Reihenfolge)

Zu den 10 Elementen von ,Kombination ohne Wiederholung“ kommen hier die 25 Elemente
der Hauptdiagonale dazu.
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2.2.2. Kombination mit Wiederholung — UrRNenmodel fir N = 7

Anzahl der Merkmale: n=5

Anzahl del' VerSUChe: k = 3 Kombination mit Wiederholung 35

Dritte Ziehung
1 2 3 4 5

® 6 & O @

(1) ( (11118) (11114) (1115

1

W 2

2 12N () (1212

5@ N apn app)

8 S| (11411) (1142) (11413) (11414) (
(Nl (1s12) (1513) (1514) (11515)
W % | L2liad 2142) (2i443) (2|114) (9!1!1;)]
S |5 || @2 @22 @rr_ @) @2s)
S @57 || e @i esa_ems
2l |27 ]|@an| @42 @) @

] °\@sl1) @s12) @513) (21514) (21515)
(32}

1

(u1n)(m1m)(m1m)<m1M)(m1wﬂ
(31211) (31212) 1(312]3) (3|2|4) (3|25
(msn)(msm)(msw{TﬁﬁlﬂliﬁEI
(3411) (31412) |(31413) (31414) (3P

(Gl5l1)_(1512)) (31513)_(3I514)_(31515)

2

(41111) (411]2) (4]1[3)] (41114) (4115)
(412]1) (412]2) (4]2|3)] (41214) (412]5)
MALS) (41319) (4]33)
(4]4]1) (4]4]2) (414[3) |(4]4]4) (
\(4I511) (415[2) (4I513)) (4I514) (45]5)

Zweite Ziehung

5 4 3 2

4 | | [Erste Ziehung

1

Zweite Ziehung

5 4 3 2

5‘ ‘Erste Ziehung

P A

(S1111) (S1112) (51113) (5I114) | (5]115)
(51211) (S12[2) (51213) (SI2]4) | (S]2I5)
(S1311) (SI312) (SI313) (SI314) | (SI35)
NS[4[1) (5]412) (514]3) (5[4[4)] (5|45
(51511) (51512) (SISI3) (SI5[4) )(51515)

1

Zweite Ziehung

5 4 3 2

‘Erste Ziehung

Die Diagonale bleibt erhalten, die Zeilen und Spalten belieben ebenfalls erhalten. Dort treten nur Elemente
mit den gleichen Nummern auf und Wiederholung ist erlaubt.

Zweite Ziehung kleiner als erste Ziehung, deshalb in erster Ziehung schon vorhanden
Dritte Ziehung kleiner als die erste Ziehung, Spaltennummer der davor geldschten Zeile.

Entfallt weil Spaltennummer gréRer als Zeilennummer (ohne Reihenfolge)

Ann

(Wenn eine kleinere Nummer nach einer gréeren auftritt, dann muss in den bisherigen
Ziehungen mindestens in der 1. Ziehung die kleine Nummer bereits vorhanden sein. Da die
Reihenfolge nicht zu beachten ist, ist dieses Trippel bereits erfasst.)
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2.2.2. Kombination mit Wiederholung — duales Urnenmodel Fir N = %

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=3

Duales Urnenmodell:
* 3 nicht unterscheidbare Kugeln auf
* 5 Urnen zu verteilen wobei

* Mehrfachbelegung zulassig ist

@ @ ©) @ ®
5 ®
0000
00000 @000
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2.2.2. mit Wiederholung ohne Reihenfolge k Elemente

Beispiel 1

Sie gehen mit 3 Mitschilern in ein Bistro. Dort stehen 5 verschiedene Menus zur Auswahl. Wahrend sich die
Mitschiler bereits auf die Platze setzen, erhalten Sie den Auftrag, fir sich und fiir die 3 Mit-schiiler jeweils
irgendein Essen zu besorgen, weil es sich in allen Fallen um die Spezies "Allesfresser" handelt und jedem egal
ist, was er ildt. Wieviele unterschiedliche Moglichkeiten gibt es insgesamt, die Menu's auszuwahlen.

Lésung
die Anzahl der Mends ist n n=5
1 die Anzahl der bendtigten Essen ist k=4 VIK
2 die Reihenfolge der Essen ist uninteressant, da sowieso ohne K
noch nicht klar ist, wer welches Essen bekommt Reihenfolge
3 Es kénnen mehrere Essen gleichzeitig ausgewahlt mit K.
werden. Wiederholung

Kombination mit Wiederholung — k-Kombination aus einer n-Menge

8} = 8765 = 27:5=70
4] " 1234

Die Anzahl der Mdglichkeiten [5+4-1 }:
4
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Die hier aufgefiihrten Formeln des Multiplikationsprinzips stellen nur einige haufig benutzte Zusammenhange her.
Grundlage bleibt das Multiplikationsprinzip: Existieren verschiedene durchschnittsfremde Mengen und ist die Anzahl
der Zusammenstellung von Elementen aus je einer Menge gesucht, dann ist die Anzahl durch das Produkt der

Anzahl der Elemente jeder einzelnen Menge gekennzeichnet.

Das Multiplikationsprinzip umfasst nur gleichzeitig eintretende Ereignisse:
ein Element aus A, ein Elementaus B ....... zwei Elemente aus M

Das Multiplikationsprinzip kann die folgende Aufgabenstellungen nicht abdecken:
 ein Element aus A, ein oder zwei Elemente aus B ....... zwei Elemente aus M
* mindestens zwei Elemente aus A, ein Element aus B ...... zwei Elemente aus M

Die Frage nach ein oder zwei Elementen aus B ist nicht mehr unabhangig. Wenn ein Element aus A
gewahlt wurde, dann kénnen nicht zwei Elemente aus B gewahlt werden.

Wenn mindestens zwei Elemente aus A gewahlt werden sollen, dann ist nicht klar, ob es 5 Elemente oder 7
Elemente sind, bzw wieviele Mdglichkeiten es noch gibt.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de


http://www.treff-lernen.de/

| Seite 50 Das Zahlprinzip

Il. Summenregel

Summenregel (Additionsprinzip)

Lasst sich ein Objekt a aus einer Menge A auf m Arten auswahlen und ein Objekt
b aus einer anderen Menge B auf n Arten auswahlen, so lasst sich a oder b
(entweder a oder b) auf m + n Arten auswahlen.

* Zerlegen einer Aufgabenstellung in durchschnittsfremde Teilaufgaben.
* Ermitteln der Anzahlen fir jede Teilaufgabe.
* Addieren aller Einzelanzahlen.

Besonderer Augenwerk ist hier auf eine durchschnittsfremde Zerlegung zu achten, da anderenfalls bestimmte

Konstellationen doppelt gezéhlt werden.
AuRerdem muss die Zerlegung vollstdndig sein, es darf keine Teilereignisse geben, die nicht mit erfasst sind.

Das ist der zweite Teil des Zahlprinzips. In dieser Summenregel werden alle Aufgabenstellungen
zusammengefasst, in denen mehrere Elementarereignisse auftreten:

ein Element aus A, ein oder zwei Elemente aus B ....... zwei Elemente aus M wird zerlegt in:
ein Element aus A, ein Elemente aus B ....... zwei Elemente aus M und

ein Element aus A, zwei Elemente aus B ....... zwei Elemente aus M

mindestens zwei Elemente aus A, ein Elementaus B ...... zwei Elemente aus M wird zerlegt in:
zwei Elemente aus A, ein Element aus B ...... zwei Elemente aus M und

drei Elemente aus A, ein Element aus B ...... zwei Elemente aus M und

vier Elemente aus A, ein Elementaus B ...... zwei Elemente aus M und

e und

n Elemente aus A, ein Elementaus B ...... zwei Elemente aus M

Man kann wohl als Grundidee folgendes sich merken:

Die Summenregel zerlegt das Gesamtereignis in einzelne
Teilereignisse, die mit der Multiplikationsregel zu I6sen sind.

‘ Aufgabe 1

Wieviele verschiedene Zahlen kann man aus den Ziffern 3, 5, 6 , 7 bilden, wenn keine Ziffer in einer
Zahl mehrmals auftreten darf.

‘Lésung

Hier beginnt das Problem, dass es 1-stellige, 2-stellige, 3-stellige und 4-stellige Zahlen gibt. Von jeder
maoglichen Art gibt es aber unterschiedlich viele. Deshalb ist es ratsam, die drei verschiedenen Arten getrennt zu
betrachten. Durchschnittsfremd sind sie dann auf alle Falle. Vollsténdig sind sie dann auf alle Falle auch.

1 — stellige: 4 Moglichkeiten
2 - stellige: bilde aus 4 Ziffern Gruppen zu 2 ohne Wiederholung:
N4 4
k) = @G-2) " o=4°3= 12 Méglichkeiten

3 — stellige: bilde aus 4 Ziffern Gruppen zu 3 ohne Wiederholung:

! ! !
(r?_.k)l ﬁ' - ‘1Li= 4 +3+2+1=24 Mdglichkeiten

4 — stellige: bilde aus 4 Ziffern Gruppen zu 4 ohne Wiederholung:

! ! !
n! _4 %— 4 +3+2+1=24 Moglichkeiten

Gesamtanzahl: 64 Mdoglichkeiten
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‘ Aufgabe 2

Wieviele verschiedene vierstellige Zahlen enthalten . . . . ..
a) die Ziffer 3 ?
b) die Ziffer 3 und/oder die Ziffer 5 enthalten

Lésung

a) die Ziffer 3 ?
1. Stelle: 1-10-10-10= 1000

Diese Anzahl enthalt auch alle Zahlen, in denen die 3 mehrfach auftritt, wenn nur in der
1.Position eine 3 steht.

2 —stellige: 8- 1-10-10= 800

Diese Anzahl enthalt alle Zahlen, in denen die 3 mehrfach auftritt, wenn nur in der
1.Position keine 3 steht, daflir aber in der 2.

3 —stellige: 8- 9-1-10= 720
Diese Anzahl enthélt alle Zahlen, in denen 2-mal die 3 auftritt, wenn nur in der
1.Position keine 3 (und keine 0) steht und in der zweiten Position keine 3, dafiir aber in der 3.

4 — stellige: 8-9-9-1= 648
Gesamtanzahl: 3 168 Mdglichkeiten

b) die Ziffer 3 und/oder die Ziffer 5 enthalten

. Diese Anzahl enthalt auch alle Zahlen, in denen die 3 oder
1. Stelle: 3 oder 5 ’
efe oder die 5 mehrfach auftritt, wenn nur in der 1.Position eine 3
2-10-10-10 = 2 000 oder eine 5 steht.

2. Stelle: 3 oder 5, aber nicht in der ersten Stelle

7-2-10-10= 1400 Diese Anzahl enthélt alle Zahlen, in denen die 3 oder 5
mehrfach auftritt, wenn nur in der 1.Position keine 3 oder 5
steht, dafiir aber in der 2.

3. Stelle: 3 oder 5, aber nicht in der ersten oder zweiten Stelle
7-8-2-10= 1120

4. Stelle: 3 oder 5, aber nicht in der ersten Stelle

Bei der 1. Stelle ist immer mit zu berlicksichtigen, dass auch die 0

7-8-8-2= 89 nicht auftreten darf. Deshalb bleiben an der ersten Position nur 7
Méglichkeiten, wahrend in Position 2 und 3 jeweils 8 Moglichkeiten
Ubrigbleiben.
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‘Aufgabe 3 ‘

In einer Klasse mit 25 Schiilern sollen 2 Klassensprecher gewahlt werden. Wie viele Moglichkeiten gibt
es dafur?

‘ Lésung ‘
5 i Multiplikationsregel:
Zahl : .
ahiprinzlp Fur den Klassensprecher stehen 25 Schiiler zu Auswahl 25+ 24
Fur den Stellvertreter stehen (noch) 24 Schiler zur Auswahl
Kombinatorik: Wahle aus
25 Schiilern n=25
2 Schiiler aus, k=2 => VK 250 _
mit Beachtung der Reihenfolge \V; (25-2)!
ohne Wiederholung Vi,
Aufgabe 4

In der einer staatlichen FOS/BOS gibt es zehn 11. Klassen und acht Klassen. Zur Klassensprecher-
konferenz kommen die beiden Klassensprecher einer Klasse. Von allen Klassensprechern sollen drei fir
eine Zusammenarbeit mit den Klassensprechern anderer Schulen ausgewahlt werden. Wie viele
verschiedene Moglichkeiten gibt es fur die Wahl?

Lésung
Zahlprinzip: Multiplikationsregel: 36 ¢35 34
Fur die Wahl stehen 18 *2 = 36 Schuler zu Auswahl
aus diesen Schiulern sind 3 auszuwahlen
Da die Reihenfolge uninteressant ist, lassen sich 3 Personen in 3! : 3!
Anordnungen zusammenstellen, die als 1 Anordnung zu sehen ist.
Kombinatorik: Wabhle aus
36 Schilern n = 36
3 Schiiler aus, k=3 => VIK 36
ohne Beachtung der Reihenfolge K 3
ohne Wiederholung Kow
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‘Aufgabe 5 ‘

Die 4 Orte A, B. C und D sind folgendermalf3en miteinander verbunden:

zwischen A und B gibt es 3 Stralten, zwischen B und C gibt es 4 Stralten, zwischen C und D gibt es 5
Strallen.

a) Wie viele Reiserouten gibt es fir die Fahrt von A Gber B und C nach D?

b) Wie viele Rundreiserouten ABCDCBA gibt es? (Stralte darf doppelt befahren werden)

c¢) Ein Handelsvertreter macht eine solche Rundreise, wobei er in jedem Ort

zufallig ein der moglichen Verbindungsstrafien auswahlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit benutzt er keine
Stralle zweimal.

‘Lbsung
a) Zahlprinzip: Multiplikationsregel:
Die Benutzung der StraRen ist unabhangig voneinander 3¢445
Kombinatorik: keine geschlossene Formel

Multiplikationsregel:

b) Zahlprinzip: Die Benutzung der StraRen ist unabhéngig voneinander 3e4+5+5.4+3

Multiplikationsregel:
Bei der Hinfahrt von A bis D sind noch alle StraRen méglich, bei  3.4.5.4.3.2
der Ruckfahrt darf jeweils eine Strale nicht benutzt werden

c) Zahlprinzip:

Fir die Wahrscheinlichkeit ist diese Zahl durch die Zahl aus b) zu dividieren.

‘Aufgabe 6 ‘

Wie viele Flaggen mit drei waagrechten Streifen kann man bilden, wenn man dafir aus 7 Farben
wahlen kann und benachbarte Streifen nicht dieselbe Farbe haben dirfen?

‘ Lésung ‘
Zahlprinzip: Multiplikationsregel:
Fiir den 1. Streifen stehen 7 Farben zur Auswahl. 7:66
Fir den 2. Streifen stehen 6 Farben zur Auswahl (ohne 1)
Fir den 3. Streifen stehen 6 Farben zur Auswahl (ohne 2)
Kombinatorik: keine geschlossene Formel.
Fir zwei Streifen kann man zu jeder Farbe des 1. Streifens noch 6
Farben flr den zweiten Streifen auswahlen.
Wahle aus
7 Farben n=7 |
2 Farben aus, k=2 => VK 7—,
mit Beachtung der Reihenfolge \V; (7-2)!
ohne Wiederholung V.,
Fir den dritten Streifen stehen 6 Farben zur Verfiigung. *6
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Das Zahlprinzip

‘Aufgabe 7

6 Politiker treffen sich zu einer Konferenz. Jeder begrufdt jeden per Hand schitteln. Wie viele Hande
werden geschiuittelt.

‘Lésung

Zahlprinzip:

Kombinatorik:

Multiplikationsregel:
Der 1. Politiker schiittelt 5 Hande
Der 2. Politiker schittelt 4 Hande
(da er den 1. nicht noch einmal begriifit)
Der 3. Politiker schiittelt 3 Hande

Standardaufgabe der Permutation

Folgende anschauliche Vorstellung:
Der 1. Politiker wird in eine Kabine gestellt.

5e4+3+2+1=5]

Alle anderen Politiker laufen an ihm vorbei, damit hat er alle begruf3t 51

Alle Politiker bleiben unmittelbar danach stehen.

Far den zweiten Politiker wird eine zweite Kabine hereingebracht.
Alle noch vorhandenen Politiker ziehen an der zweiten Kabine vorbei.

‘Aufgabe 8

Wie viele ,Worter" kann man aus den Buchstaben ,EIS" bilden? Wie viele aus den Buchstaben

+SCHNEE"?
‘Lésung
LEIS"
Zahlprinzip: Multiplikationsregel: 3¢2+1=3!
Fur den 1.Buchstaben stehen 3 Buchstaben zur Auswahl
Fur den 2. Buchstaben stehen 2 Buchstaben zur Auswahl
Fir den 3. Buchstaben steht 1 Buchstabe zur Auswahl
5!

Kombinatorik:

~SCHNEE"
Zahlprinzip:

Das ist Permutation in Reinform

Multiplikationsregel:

Fir den 1. Buchstaben stehen 5 Buchstaben zur Auswahl
Fir den 2. Buchstaben stehen 4 Buchstaben zur Auswahl
Fir den 3. Buchstaben stehen 3 Buchstaben zur Auswahl
Fir den 4. Buchstaben stehen 2 Buchstaben zur Auswahl
Fir den 5. Buchstaben steht 1 Buchstabe zur Auswahl

Leider tauchen alle Worte doppelt auf, da die beiden E nicht
unterscheidbar sind.

.CHNE,SE," ~CHNE,SE,"

Deshalb ist diese Anzahl durch 2 zu dividieren

Kombinatorik: Standardaufgabe der Permutation mit Wiederholung

Anordnung von 5 Buchstaben, von den 2 nicht unterscheidbar sind

5e4+32+1=5]
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‘Aufgabe 9 ‘

Ein Computerhandler verkauft seine sonst gleichartigen Computer mit funf verschiedenen Monitoren, drei
verschiedenen Festplatten und zwei verschiedenen GréRen des Arbeitsspeichers. Er hat alle moglichen
Konfigurationen aufgebaut in seinem Laden stehen. Wie viele Computer miissen mindestens im Laden
stehen?

Lésung
e Multiplikationsregel:
Zahlprinzip: Die Benutzung der StralRen ist unabhangig voneinander 5¢3.2
Kombinatorik: keine geschlossene Formel
‘Aufgabe 10

Jemand kann mit vier verschiedenen Fluglinien zwischen Wien und Paris fliegen. Wie viele Mdglichkeiten
hat er, eine Fluglinie fiir einen Flug von Wien nach Paris und zurlick auszuwahlen, wenn

a) er fur beide Flige dieselbe Fluglinie

b) er nicht unbedingt fir beide Flige dieselbe Fluglinie

c) er fur beide Flige auf jedem Fall verschiedene Fluglinien wahlt

‘Lésung

a) Zahlprinzip: Multiplikationsregel:
Far den Hinflug 4 Mdglichkeiten 41
Fir den Rickflug 1 Moéglichkeit.

Kombinatorik: Wahle aus
4 Fluglinien n
1 Fluglinie aus, k
ohne Beachtung der Reihenfolge K
ohne Wiederholung K

4
1 => VK [4:} 4
oW

Bei der Auswahl von ,1“ ist Reihenfolge und Wiederholung irrelevant:

Wahle aus
4 Fluglinien
1 Fluglinie aus,
mit Beachtung der Reihenfolge
ohne Wiederholung ow

4
1 => VIK 4!

<X >
—

T

—_—

|

Wahle aus
4 Fluglinien
1 Fluglinie aus,
mit Beachtung der Reihenfolge
mit Wiederholung W

NN

=> V/K 4" =4

<< x>

b) Zahlprinzip: Multiplikationsregel:
Fir den Hinflug 4 Mdglichkeiten 44
Fir den Ruckflug 4 Moglichkeit.
=> V/K
4
1
oW

Kombinatorik: Wahle aus
. = 2
und das zweimal k=2 => VK [4}
1

o
NN

XXX D

=]

4 Fluglinien
1 Fluglinie aus,
ohne Beachtung der Reihenfolge
ohne Wiederholung
mit Beachtung der Reihenfolge v
mit Wiederholung v
oW

Obwohl Reihenfolge keine Rolle spielt muss man unterscheiden:
Fluglinie 1 — Fluglinie 1 ist nur eine Mdglichkeit, Vertauschung ist das Gleiche
Fluglinie 1 — Fluglinie 2 sind zwei Mdglichkeiten, Vertauschung sind verschieden
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| Aufgabe 11

Auf wie viele Arten kann man 5 Hotelgaste in 10 freie Einzelzimmer unterbringen?

‘Lésung

Zahlprinzip: Multiplikationsregel:
Die Hotelgaste werden um 5 weitere Hotelgaste ,niemand®
erweitert. Da diese nicht zu sehen sind, weil3 man auch nicht, wie
sie sich die verbleibenden 5 Zimmer aufteilen.

10 Hotelgaste wahlen =10
10 Zimmer aus, 2 ~ 10!

5 dieser Hotelgaste sind nicht unterscheidbar  =5=>P 3!
(damit erhalt jedes Zimmer einen Hotelgast) P

mit Beachtung der Reihenfolge

mit Wiederholungen Pow

Die Reihenfolge der realen Hotelgaste ist aber - 5l

uninteressant:

Kombinatorik:

Gruppiere 10 Zimmer zu jeweils 5 Zimmern, die n=10 10
einen Hotelgast bekommen, k=5 => VI 5
ohne Beachtung der Reihenfolge K

ohne Wiederholung Kow

Aufgabe 12

Sie haben die funf Ziffern 1, 2, 2, 3, 4 und sollen aus diesen alle mdglichen funfstelligen Zahlen bilden. Die
Zahlen denken Sie sich der GréfRe nach geordnet in einer Liste.
Folglich ist die erste Zahl der Liste 12234 und die letzte Zahl der Liste 43221.

a. Wie viele Zahlen stehen in der Liste?

b. Wie viele Zahlen der Liste beginnen mit 2?
c. Wie viele Zahlen der Liste beginnen mit 3?
d. An welcher Stelle der Liste steht 132427

e. Welche Zahl steht an der 50. Stelle?

Lésung
a) Es sind 5 Ziffern anzuordnen, davon sind 2 nicht unterscheidbar % =60
b) Nach einer 2 sind 4 Elemente frei kombinierbar: 4! =24
c) Nach einer 3 sind 4 Elemente frei kombinierbar, wovon 2 nicht unterscheidbar sind. % =12
d) Wenn an der zweiten Stelle eine 3 steht, missen die 2 erst vorbei sein.
Fur 12. .. sind noch 3 Elemente frei kombinierbar: 3! =6
132 . . ist damit die 7. Position nach den 122. .
13224 ist die 7. Position
13242 ist die 8. Position
]
e) nach der ersten Zahl 1 : 4 Zahlen, 2 nicht unterscheidbar ;L, =12
nach der ersten Zahl 2 : 4 Zahlen unterscheidbar 41=24
4!
nach der ersten Zahl 3 : 4 Zahlen, 2 nicht unterscheidbar o] = 12

48
Die 50. Zahl beginnt mit 41 . . . die erste Folgezahl ist 223
die zweite Folgezahl ist 232 => 41232
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| Aufgabe 13

Bernd lauscht aufRerhalb des Raumes einem Fest. Als alle anstof3en, zahlt er die Anzahl der ,Kling“ mit und kommt
auf 25.

a. Warum muss er sich verzahlt haben?

b. Angenommen er hat zu wenig gezahlt. Was ist dann die untere Grenze fir die Anzahl
der Leute, die an dem Fest teilnehmen?

Losung

Beim AnstoRen werden aus den Personen Paare gebildet, dabei ist die Reihenfolge egal und
es gibt keine Wiederholung (Wenn AB angestof3en haben stoRen BA nicht noch einmal an).

Damit gibt es eine Kombination ohne Wiederholung: L‘} = [2} = ”—(2—1)
% (n2—n) =25
n2—-n-50=0
n,=%+ \V+50
=1
Ny ="t V50,25 Die nachstmaogliche ganzzahlige
=05+ 7,08 Lésung ist n = 8.
n,=7,58
n, = — 6,58 (entfallt)
Aufgabe 14
Wie viele verschiedene achtstellige Anordnungen der Elemente der
Menge { 1,2,3,4,5,6,7,8 } beginnen ...
a) ... mit 6, wenn keine Ziffer mehrmals auftreten darf ?
b) ... mit 234, wenn keine Ziffer mehrmals auftreten darf ?
c) ... mit 7534, wenn keine Ziffer mehrmals auftreten darf ?
Lésung
a . .
) Zahlprinzip: Multiplikationsregel:
Fir die 1. Zahl steht 1 Ziffer zur Auswahl 1
Fir die 2. Zahl stehen 7 Ziffern zur Auswahl "7
Fur die 3. Zahl stehen 6 Ziffern zur Auswahl 6
Fir die 8. Zahl steht 1 Ziffer zur Auswahl °1
1«7!=5040
b) Multiplikationsregel:
Fir die 1. Zahl steht 1 Ziffer zur Auswahl 1
Fir die 2. Zahl steht 1 Ziffer zur Auswahl °1
Fir die 3. Zahl steht 1 Ziffer zur Auswahl -1
Fir die 4. Zahl stehen 5 Ziffern zur Auswahl * :’
Fir die 5. Zahl stehen 4 Ziffern zur Auswahl
Fir die 8. Zahl steht 1 Ziffer zur Auswabhl o1
15!=120

1Te1e1e1+41=24
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| Aufgabe 15

Sechs Personen sollen an einem runden Tisch Platz nehmen. Die Platze sind nummeriert.
Bedingung: Hans und Anna sollen nebeneinander sitzen.

‘Lésung
Zahlprinzip:  Multiplikationsregel:

Anna setze sich zuerst: sie hat 6 Méglichkeiten 6
dann setzt sich Hans neben sie: 2 Mdglichkeiten, links oder rechts 6.2
die dritte Person hat noch 4 Wahiméglichkeiten 624
die vierte Person hat noch 3 Wahlmdglichkeiten 6e2 ¢ 43
die flinfte Person hat noch 2 Wahimdglichkeiten 622 ¢ 4232
die sechste Person hat noch 1 Wahlmadglichkeit 622 » 4321

Kombinatorik:
Es sollen nur die Falle betrachtet werden, in denen Hans nach Anna sitzt. Die andere Anzahl entsteht
einfach durch verdoppeln, Das gleiche noch einmal, indem Hans von Anna sitzt.

62  4e342+1 =288

{AHX x x x} Es gibt 6 Positionen, auf denen Anna sitzen kann. 6
{x A Hxxx} Da der Stuhl neben ihr automatisch belegt ist, stehen nur
xx AHxx} noch 4 Stiihle zur Verfiigung.
Jede Klammer hat an den x — Positionen eine Permutation - 4!
{x x x AH x} von 4l
{xx x x AH}
{Hx x x x A}
Hans und Anna vertauschen 2!
Gibt es n Platze zu verteilen n
wollen k Personen zusammensitzen * (n-k)!
die k Personen in beliebiger Reihenfolge - k!
ACHTUNG! Das gilt nur, wenn die Stiihle im Kreis stehen. Wenn sie in einer Linie stehen
ist die Zahl geringer, weil dann die letzte Zeile nicht mehr moglich ist.
Um 6 Personen auf 6 Stihle zu verteilen, existieren 6! verschieden Mdglichkeiten.
In diesem Fall sollen aber nur die Ereignisse gezahlt werden, wo Hans direkt neben Anna sitzt.
Anna wahlt sich den 1. Platz aus, dann gibt es fir Hans folgende Méglichkeiten:
6!

{AH
{A x
{A x
{A x
{A x

X X X X}
H x x x}
x H x x}
x X H x}

x x x H}

6 Personen auf 6 Stiihle anordnen:

Diese Aufstellung kann man fir jede Platznummer

machen. Es wird dadurch offensichtlich die 5 — fache Anzahl

von Ereignissen gezahlt, als gewollt. Mit anderen Worten: 5
aus diesen 5 Ereignissen ist ein Ereignis zu machen.

Hans und Anna vertauschen

% e2l =6+ 40302010 102
=6+ 4 . 2
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‘ Aufgabe 16 ‘

Jedes Element darf nur einmal verwendet werden.

Gegeben: 5 Buchstaben: A, b, C,d, E
Wieviel Woérter lassen sich davon bilden

a) aus 3 Buchstaben

b) aus 5 Buchstaben

c) aus 5 Buchstaben, der erste ist gross

d) aus 5 Buchstaben, der erste ist klein

e) aus 5 Buchstaben, zuerst alle grossen

f) aus 5 Buchstaben, wechselweise gross - klein

Lésung

a) Worter aus 3 Buchstaben

fir den 1. Buchstaben des Wortes: 5 Zeichen 5
und .
fir den 2. Buchstaben des Wortes: 4 Zeichen 4
und R
fir den 3. Buchstaben des Wortes: 3 Zeichen 3

Die und Verkniipfung sichert das Multiplikationszeichen

5.4.3=60
Worter aus 5 Buchstaben
b) 5¢4¢3¢21=5=120

Wérter aus 5 Buchstaben, der erste ist groR 3 4-3-2-1=3-41=72

c) Fiir den 1. Buchstaben stehen 3 Méglichkeiten zur Verfligung, ab dem 2.
Buchstaben noch 4 immer um 1 abnehmend.

Worter aus 5 Buchstaben, der erste ist klein 2. 4-3-2-1=2-41=48
Fir den 1. Buchstaben stehen 2 Méglichkeiten zur Verfligung, ab dem 2.
Buchstaben noch 4 immer um 1 abnehmend.

Worter aus 5 Buchstaben, zuerst alle grossen 3.2.1 . 2.1=31.21=12

Flir den 1. Buchstaben stehen 3 Méglichkeiten zur Verfligung, fiir den 2.
Buchstaben noch 2 und fiir den 3. noch 1; fiir den 4. stehen dann wieder 2
Buchstaben zur Verfiigung und fiir den 5. noch Ter.

e)

Worter aus 5 Buchstaben, wechselweise gross - klein 1. GroBbuchstabe
f) 1. Kleinbuchstabe
2. GroRRbuchstabe

2. Kleinbuchstabe

Al A e NN W

3. GroRbuchstabe

3¢22+11=12
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‘ Aufgabe 17

Anordnungen mit Wiederholung; jedes Element darf mehrmals verwendet werden.
Gegeben: 5 Buchstaben: A, b,C,d, E

a) Woérter aus 3 Buchstaben

b) Warter aus 3 Buchstaben alle gross

C) Worter aus 3 Buchstaben alle klein

d) Wérter aus 3 Buchstaben mit grossem Anfangsbuchstaben

e) Woérter aus 3 Buchstaben, die mit C beginnen

f)  Warter aus 3 Buchstaben, Buchstabenreihenfolge gross klein gross
9) Wérter aus 4 Buchstaben

h)  Waérter aus 6 Buchstaben

Lésung

mit Beachtung der Reihenfolge  mit Wiederholung

a) fiir den 1. Buchstaben des Wortes: 5 Zeichen 5
und 5
fir den 2. Buchstaben des Wortes: 5 Zeichen .
und 5

fur den 3. Buchstaben des Wortes: 5 Zeichen
Die und Verkniipfung sichert das Multiplikationszeichen

5¢5+5=5%=125

b) Gleiche Uberlegung, aber wir haben nur 3+3+3=33=27
3 Buchstaben zur Verfiigung:

c) Gleiche Uberlegung, aber wir haben nur 2022=23=8
2 Buchstaben zur Verfiigung:

d) Achtung! Das heiBt nicht, dass die anderen 3¢5:5=3+5°=75
zwei klein sein muissen :

Fiir den 1. Buchstaben stehen 3 Méglichkeiten zur Verfligung, ab dem 2. Buchstaben aber immer 5.
Wegen Wiederholung kann auch der 1. Buchstabe noch einmal auftreten.

e) 1+5+5=1+52=25

f) Flr den 1. Buchstaben stehen 3 Moglichkeiten zur Verfligung, 3 1. Gro3buchstabe
fur den 2. Buchstaben stehen 2 Mdglichkeiten zur Verfligung, .
fur den 3. Buchstaben stehen 3 Méglichkeiten zur Verfligung 2 1. Kleinbuchstabe
3 2. Gro3buchstabe
3¢2-3=18
g) siehe Erklarung zu a) 5e5e¢5¢5=5=§25
h) siehe Erkldrung zu a) Beb5eb5e5¢5¢5=56=15625

Da mit Wiederholung gearbeitet wird, kdnnen die Worter auch
langer sein, als die Anzahl der Buchstaben, da fir jede Position
immer wieder die komplette Anzahl der Buchstaben zur Verfigung
steht.
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‘ Aufgabe 18 ‘

Aus einer Urne, die 14 rote, 15 griine und eine blaue Kugel enthalt, werden nacheinander
ohne Zuricklegen 2 Kugeln enthommen.

Bestimmen Sie unter Verwendung eines Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
.Mindestens eine gezogene Kugel ist griin“.

Lésung

Zahlprinzip:

Die Wahrscheinlichkeit jeweils 2 Kugeln zu ziehen, bei der mindestens eine griine dabei ist. Jedes
Elementarereignis mit der Anzahl 2 verschiedene Elemente zu erreichen. 2 Elemente anzuordnen liefert
2! Méglichkeiten. Die Anordnung griin/griin existiert nur einmal.

P(r;g) Anzahl + P(g;g) Anzahl + P(b;g) Anzahl

14 15 15 14 115
30 20 2 30 29 1 30 29 2!
02414 * 2 + 02414 * 1+ 00172 * 2 = 0,7586

Kombinatorik:

2 Kugeln aus 30 zu ziehen ergibt eine Anzahl von [30} = 435

2
1 grine aus 15 und 1 andersfarbige aus 15 zu ziehen: [115] [115} =15*15=225
2 griine zu ziehen: [125] [105} =105
% = 0,7586

Aufgabe 19

Aus schwarzen und weillen Legosteinen wird ein Turm aufgebaut, indem immer acht Steine Ubereinander
gestapelt werden. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten zu folgenden Ereignissen:

A: Nur ein Stein ist weil3.

B: Der erste und der letzte Stein haben dieselbe Farbe. Die Farbe der anderen Steine ist uninteressant

Losung
Zahlprinzip:
P(w;7s) Anzahl
7
111 8 _ 8 ._
2 [2] o 28—0,03125

Kombinatorik:

2 Steine werden mit Wiederholung in 8 Facher gelegt: 28

8 Steine werden angeordnet, wobei 7 nicht unterscheidbar sind: %
2% =0,03125
Zahlprinzip:

P(2w;6s) Anzahl *2
2 6 7
I

Der erste und der letzte Stein liegen fest. Damit sind nur die restlichen 6 Platze variierbar.
Auf 6 Platzen sind 2 Steine mit Wiederholung zu legen.

Da die ersten und letzten Steine sowohl weil} als auch schwarz sein kdnnen ist mit 2 zu multiplizieren.
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| Aufgabe 20

In einer Urne sind 7 weilde, 5 schwarze und 3 rote Kugeln. Es werden gleichzeitig 3 Kugeln
gezogen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass

- alle Kugeln weil} sind.
- von jeder Farbe eine Kugel dabei ist.

Lésung

Zahlprinzip:

Von 15 Kugeln werden 3 ausgewahlt:

Die Reihenfolge ist uninteressant:

von 7 weil’en Kugel sollen 3 ausgewahlt werden:

Fir die 1. Kugel 15 Moglichkeiten
fiir die 2. Kugel 14 Mdéglichkeiten
fur die 3. Kugel 13 Moglichkeiten

: 3!
Fuir die 1. Kugel 7 Mdglichkeiten

fur die 2. Kugel 6 Méglichkeiten
fur die 3. Kugel 5 Méglichkeiten

Die Reihenfolge ist uninteressant: - 3l
765
3! 765
15 14 13 = 1514 13 700799
3!

Kombinatorik:

15

Aus 15 Kugeln 3 Kugeln ohne Reihenfolge auswahlen: [3 } =455

Aus 7 weiBen Kugeln 3 Kugeln ohne Reihenfolge auswahlen: {;} =35 % =0,0769

Zahlprinzip:
Von jeder Farbe 1 Kugel:

Kombinatorik:

Von jeder Farbe 1 Kugel:

Fir die 1. Farbe 7 Mdglichkeiten
fur die 2. Farbe 5 Moglichkeiten
fur die 3. Farbe 3 Moglichkeiten

7*5*3

15 14 13
3!

=0,23077

G
3
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