‘ Grundlagen der Vektorrechnung Seite 1

1. Grundlagen zu Vekroren

Um Punkte im Raum angeben zu kénnen, fuhrt man ein rdumliches Koordinatensystem ein.
In der Regel zeichnet man die x, — Achse nach vorne, die x, — Achse nach rechts und die x, — Achse
nach oben. ( Es liegt damit ein rechts drehendes System vor).

1;0;0 { ; (1;1;0
(2;0;0) /( ) :

(2:1;0) (2;2;0) 3b

Nf

# x,—Achse

1.1. DefinitioN eiNnes VeEkToRrs
Definition: (Pfeil)

1. Jedes geordnete Paar (P|Q) zweier Punkte P und Q beschreibt einen Pfeil PQ. P ist der
Anfangspunkt, Q der Endpunkt des Pfeils.

2. Zwei Pfeile PQ und RS heifl3en parallel , wenn folgendes gilt:

a.PQ || RS Die (Trager-)Geraden, auf denen die Vektoren liegen sind parallel.
b. Sie haben die gleiche Richtung

c. PQTRS Sie haben die gleiche Lange PQ RS

3. Die Menge aller zu PQ paralleler Pfeile heit Vektor PQ. Jeder einzelne Pfeil aus der
Menge heil3t Reprasentant des Vektors.
Bemerkungen

(1) Zeichnen kann man immer nur einen Reprasentanten, nie einen Vektor.
(2) Nicht immer unterscheidet man streng zwischen einem Vektor und seinem Reprasentanten.
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Schreibweisen .
Q

PQ
(1) PQ Anfangs— und Endpunkt mit einem Pfeil dariiber. P/
(2) ‘a’ Kleinbuchstabe mit einem Pfeil dariiber, wenn es sich um a
einen allgemeinen Vektor handelt, der keinen besonderen
Anfangs- und Endpunkt hat.

(3) 2t ,/ in alt-deutscher Schrift (Suiterlin)

Definition: (Vektor) Vektoren sind Klassen von Pfeilen. Jeder Vektor hat
< eine Lange,
< eine Richtung und
« eine Orientierung.

( )
Definition: (Gegenvektor ) B B
BA ist der Gegenvektor zu AB . Man schreibt: BA =— AB y ‘y
Der Gegenvektor hat die gleiche Richtung, aber die A A
entgegengesetzte Orientierung. Das wird in der Schule meist
nicht so scharf unterschieden und als entgegengesetzte
Richtung bezeichnet.
\. J
4 )
Definition: (Nullvektor)
Der Vektor mit der Lange 0 heil3t Nullvektor F
Geometrisch ist der Nullvektor entweder der Koordinatenursprung oder das Ergebnis einer geschlossenen
Vektorkette (siehe weiter hinten)
\ J
4 N
Definition: (Betrag eines Vektors )
Der Betrag eines Vektors ist die Lange des Vektors.
\, J
- )
Definition: (Ortsvektor)
Der Vektor OA , der den Ursprung O auf den Punkt A abbildet, heifl3t der Ortsvektor von A
Q)ftmals wird aus Grinden der Ersparnis geschrieben: a statt OA . Also: a =0A )

Folgerungen: Der Punkt A und sein Ortsvektor OA haben die selben Koordinaten.

Man kann daher die Koordinaten eines Punktes bestimmen, indem man die Koordinaten
seines Ortsvektors berechnet. Zu beachten ist aber, dass die Koordinaten eines Punktes

nebeneinander und die Koordinaten eines Vektors untereinander aufgeschrieben
werden. Man verwechsele nie die Objekte Punkt und Vektor.

Unter Einbeziehung der Ortsvektoren gilt also: ﬁ: a— O?

.10
Anmerkungen: Fir den Nullvektor gilt: 0= { OJ
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1.2. AdditionN und SubtrakTioN voN VekToOREN

Die Vektoraddition wird dargestellt durch die Addition zweier Reprasentanten. Der Summenvektor

beginnt am FuB} des ersten Vektors und endet an der Spitze des zweiten Vektors
(FuB — Spitze — Verbindung)

Definition (Summe) B
Seia= ﬁundﬁzﬁ a b
Dann heiBtXé Summe der Vektoren : undﬂb> A C
'AC = AB +BC_

Satz: (Regeln fiir die Addition von Vektoren)

Vektoren werden zeichnerisch addiert, indem man sie aneinanderreiht.
Vektoren werden rechnerisch addiert, indem man sie koordinatenweise addiert.

Summe von mehr als zwei Vektoren o
4
C
=
a
- =
ath
Summe von mehreren Vektoren : Geschlossene Vektorkette
—
h
=

at+b+c+d+e =0

@)

ol

=

Durch das Aneinanderreihen von mehreren Vektoren entsteht eine Vektorkette. Das Ergebnis dieser
Summenbildung ist ein Vektor, der vom Fuldpunkt des ersten Vektors bis zur Spitze des letzten Vektor
reicht. In diesem Zusammenhang besitzen geschlossene Vektorketten eine besondere Bedeutung. Am
Ende einer geschlossenen Vektorkette ist man wieder am Ful3punkt des ersten Vektors angekommen.
Das Ergebnis einer geschlossenen Vektorkette ist der Nullvektor.
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(e i . )
Definition (Differenz) 5
Seia=ABund c = AC.
— — — a b
Dann heif3t BC Differenz der Vektoren c und a
BC =AC-AB A C C
\. J
Satz: (Regeln fiir die Subtraktion von Vektoren)
Vektoren werden zeichnerisch subtrahiert, indem man die beiden Spitzen verbindet
Vektoren werden rechnerisch subtrahiert, indem man koordinatenweise den Endpunkt minus dem
\_Anfangspunkt bildet.
Definition: (Verbindungsvektor)
. q,—p,
Zwei Punkte P(p,|p,|p,) und Q(q,|q,|q,) legen einen Verbindungsvektor fest PQ = q,-p
2 2
Der Startpunkt dieses Vektors ist der Endpunkt vom Vektor P und der Zielpunkt ist der
kEndpunkt vom Vektor Q. 53— Py
Der Verbindungsvektor zwischen zwei Punkten ist die Differenz der beiden Vektoren der Punkte.
1.7 Mulriplikarion eines VekTors mit einer skalaren GroBe
Mit Vektoren gibt es mehrere Produkte die definiert sind. Hier ist zunachst das Produkt eines Vektors mit
einer skalaren GrofRRe, damit ist eine reelle Zahl gemeint und kein Vektor.
a = K e b
@ hat k-fache Lange von b
k > 0: gleichgerichtet
k < 0: entgegengesetzte Orientierung
-15a a
< > 3a
- g \
Definition (Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar)
Ist a ein Vektor und k € R, so versteht man unter k * @ einen zu a parallelen Vektor der |k|-fachen
Lange von a, der firk > 0 gleichsinnig, fiir k <0 gegensinnigzu a orientiert ist (0+a = 0).
Man nennt k « a die S-Multiplikation.
\ J

- =
1,50a+k)
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Definition: (Vervielfachung von Vektoren)

—

Fir einen Vektor a und eine reelle Zahl r (#0) ergibt die Vervielfachung von a mit r einen
Vektor r a (lies: r-faches von a), der durch folgende Eigenschaften bestimmt ist:

Die Pfeile von r a sind parallel zu de&PfeiIen von a,

Fir r> 0 sind die Pfeile von raund a gleich gerichtet.

Fir r <0 sind die Pfeile von raund a entgegengesetzt gerichtet, .

die Lange der Pfeile von r a ist das |r|-fache der Lange der Pfeile von a .

Fir r =0 ergibt sich fur ra der Nullvektor.

/Satz: (Rechenegeln fir das Vervielfachen von Vektoren) \
Ein in Koordinaten gegebener Vektor wird mit einer reellen Zahl r vervielfacht, indem man

seine Koordinaten mit r multipliziert

Far das Vervielfachen von Vektoren gilt:

-

ratrb=r(a@+ bj (Man kann r ausklammern)
ra+sb= (rts)a (Man kann a ausklammern)

\r (353 = (r-s)g (Man kann Vervielfachungsfaktoren zusammenfassen) /

1.4. LinearkombinaTioN

Definition: ( Linearkombination)

. —— — -
Fiar k Vektoren a,, a,, . .. a_und kreelle Zahlenr,, r,, ... r,_nennt man
— — —-
ra, +r,a,+...r.a
Eine Linearkombination der Vektorena,, a,, ... a,

Bei einer Linearkombination werden mehrere Vektoren miteinander addiert, wobei jeder einzelne
Vektor noch mit einer reellen Zahl gestreckt oder gestaucht werden kann. Bei einer Multiplikation mit
einer negativen Zahl wird der Vektor dann subtrahiert, oder man addiert den Gegenvektor. Das
Ergebnis einer solchen Linearkombination ist ein Vektor, der durch eine Vektorkette entstanden
ist, die aber nicht unbedingt geschlossen sein muss.

1.%2. Lineare Unabhangigkeir

Definition: (lineare Unabhangigkeit)

Die Vektoren é:, eTz, S é'k heilRen linear unabhéngig , wenn die Gleichung
— —- —
ra+tr,a,+...ra=>0
mit den Variablen r,, r,,...r nurfirr=0, r,=0...r =0 erfullt ist

andernfalls heiRen die Vektoren linear abhéngig

(s

\

atz: (Geometrische Interpretation)

1.Ist eine Menge von Vektoren linear unabhangig, dann lasst sich aus ihnen keine geschlossene
Vektorkette erzeugen, damit Iasst sich der Nullvektor nicht aus den gegebenen Vektoren bilden.
(Der Nullvektor Igsst sich nur durch die triviale Lésung, dass alle r, gleichzeitig Null sind, bilden.)

2.Ist eine Menge von Vektoren linear unabhangig, dann lasst sich kein Vektor als
\ Linearkombination der anderen darstellen. j
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1.6. Lineare Abhangigkeir

Definition: (lineare Abhangigkeit)

Die Vektoren é:, é:, ca é: heil3en linear abhédngig , wenn sich ein Vektor der Menge als Lienar-
kombination der anderen darstellen Iasst:
—- —- — —-
rha, +r,a,+...r_a_ =a,
mit den Variablen r,,r,, ... r,, die nicht alle Null sein kdnnen.

andernfalls heil’en die Vektoren linear unabhéngig.

(s

atz: (Geometrische Interpretation)

1. Ist eine Menge von Vektoren linear abhangig, dann Iasst sich aus ihnen eine geschlossene
Vektorkette erzeugen, man kann den Nullvektor durch eine Linearkombination erzeugen,
bei der nicht alle r, gleichzeitig Null sind .

2. Ist eine Menge von Vektoren linear abhangig, dann Iasst sich einer der Vektoren als

\_ Linearkombination der anderen Vektoren darstellen. Y,
Folgerungen: (1) Ist einer der Vektoren der Nullvektor, so sind die Vektoren linear abhangig.
(2) Zwei Vektoren sind genau dann linear abhangig, wenn einer ein Vielfaches des
anderen ist.
(3) Wenn sich ein Vektor als Linearkombination anderer Vektoren ausdriicken lasst,
sind die Vektoren linear abhangig.
(4) Im zweidimensionalen Raum V2 gibt es maximal zwei linear unabhangige
Vektoren.
(5) Im dreidimensionalen Raum V* gibt es maximal drei linear unabhangige
Vektoren.
Anmerkungen:

Die Anzahl der méglichen linear unabhangigen Vektoren ist identisch mit der Dimension des Raumes.

Um alle Vektoren eines Vektorraumes mit einer Menge von linear unabhangigen Vektoren darstellen zu
kénnen, bendtigt man genau so viele linear unabhangige Vektoren, wie die Dimension des Vektorraumes
angibt.d.h. : Um alle Vektoren des dreidimensionalen Raumes darstellen zu kdnnen bendétigt man genau 3
linear unabhangige Vektoren.

Eine Menge linear unabhangiger Vektoren, mit denen man alle Vektoren des Raumes darstellen kann,
nennt man Basis.

Fur einen Vektorraum existieren unendlich viele Basissysteme.

Im zweidimensionalen Raum V2 bilden zwei linear unabhangige Vektoren eine Basis dieses Raumes.

Die Standardbasis des V? lautet: [(1)} und [?}
Im dreidimensionalen Raum V? bilden drei linear unabhangige Vektoren eine
Basis dieses Raumes.

1 (0 0
Die Standardbasis des V? Iautet[o] { 1 } und {0}
0/ L0 1

Die Komponenten eines Vektors beziehen sich immer auf eine konkrete Basis und sind keine Universalzahlen des
Vektors. Ublicherweise wird mit der oben erwéhnten Standardbasis gearbeitet. Konkrete Aufgabenstellungen
machen einen Wechsel der Basis sinnvoll. Ein Wechsel von einer Basis zu einer anderen erfolgt tiber ein
Gleichungssystem.

+ die Spalten des Gleichungssystems sind die neuen Basisvektoren,

« die rechte Seite ist der Vektor, der in der neuen Basis dargestellt werden soll,

« die Losung sind die Komponenten des Vektors der rechten Seite in der neuen Basis.
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1.7. Die Basis eiNnes VekToRRAUMS

Definition

Jede Menge von Vektoren heifdt Basis des Vektorraums, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
@ die Menge der Vektoren ist linear unabhangig

@ Jeder Vektor des Vektorraums ist eine Linearkombination der Vektoren der Basis

Schlussfolgerungen
=i« Eine Basis kann nie mehr Vektoren enthalten, als die Dimension des Raumes angibt.
=8 Die Vektoren einer Basis missen nicht senkrecht aufeinander stehen
=i Die Lange der Basisvektoren muss nicht 1 sein.

Daraus lasst sich schlieen, dass die Menge der Basisvektoren
% der 2-dimensionalen Zeichenebene nicht mehr als 2 sein kénnen, damit diese linear unabhangig sind,
dirfen sie nicht auf einer Geraden liegen (nicht kollinear sein)
% des 3-dimensionalen Raumes nicht mehr als 3 sein kénnen, damit diese linear unabhangig sind, dirfen sie
nicht in einer Ebene liegen (nicht komplanar sein).

BetrachTungen im 2—dimensionalen VekTorraum

i

Da bereits aus anderen Gebieten das rechtwinklige
Koordinatensystem bekannt ist, benutzt man fiir die

w

Vektorrechnung haufig diese Form. Im Gegensatz zum 2
Koordinatensystem werden die Achsen nicht einfach 0
mit Zahlen, die die Einheit angeben gekennzeichnet, 141
sondern man schreibt die Einheit einer Achse als 2-

dimensionalen Vektor, bei dem die Komponenten, die G r

die Achse angibt mit 1 gekennzeichnet wird und alle 4 B 2 -1 1 2 3 4
anderen Komponenten mit 0

[
[uEy

o =

U
N

i
w

A

Jeder Vektor der Ebene lasst sich aus diesen beiden
Vektoren durch Linearkombination erzeugen. Da es sich
um Basisvektoren der Lange 1 handelt, ist der
notwendige Linearfaktor identisch mit der jeweiligen
Komponente des Vektors:

HEEIHRH

Diesen Zusammenhang kénnte man auch herstellen, indem
man folgendes Gleichungssystem aufstellt:

w

N

[N

D

1
N

/.
=7

3= 1x -0y _
-2=0x+1y \

w
1
N

\
N

Die Lésungen x und y sind die gesuchten Linearfaktoren.

Die Lésung eines Gleichungssystems sind die Komponenten des Vektors auf
der rechten Seite unter Benutzung der Basisvektoren, die als Spalten in der
Koeffizientenmatrix in Erscheinung treten.
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1.8. Basis und Gleichungssystem
1.8.1. Der Schnittpunkr zweier geomeTrischer Raume

3x +2y =7 1. Geradengleichung
-1x +3y =5 2. Geradengleichung

= Die L6sung eines Linearen Gleichungssystems ist der Schnittpunkt der beiden Geraden.

1.8.2. Die Linearfaktoren eiNer Linearkombination

32 =1 i

= Die Ldsung eines Linearen Gleichungssystems
ist die Suche nach den Linearfaktoren, um aus
vorgegebenen Vektoren einen Vektor als
Linearkombination zu erzeugen.

X

Ldsung:
x=1
y=2

1.8.%. Die KomponenTen eines VekTors zu einer Basis

Die Vektoren undtsind linear unabhangig 2

damit sind sie als Basis flir den Vektorraum

geeignet.
ot

Die Komponentendarstellung des Vektorst

unter der Basis undtist: u}

(Bei diesem Beispiel muss man sich von der Denkweise )
des iblichen rechtwinkligen Koordinatensystems I6sen.
Es gibt andere Basisvektoren, die ein anderes
Koordinatensystem erzeugen. Es sind die Faktoren fiir
diese Basis gesucht, die den roten Vektor erzeugen.)

0
In dieser Basis hat der Vektor || die Komponenten { 2)} und der Vektor 1die Komponenten {1 }

= Die L6sung eines Linearen Gleichungssystems sind die einzelnen Komponenten die den Vektor der
rechten Seite als Linearkombination der Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix darstellen.

3

-4t

Die Lésung des Gleichungssystems: x =1;y =2
Der Vektor, der im rechtwinkligen Koordinatensystem die Komponenten hat

y

X

:ﬂ und [f} die Komponenten

bei Anderung der Basis auf
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1.9. Berrag und EinheitsvekTor

Definition: (Betrag eines Vektors)

—

Unter dem Betrag eines Vektors a versteht man die Maf3zahl der Lange seines Pfeils.
Der Betrag von a wird mit | a | bezeichnet

Folgerungen: | a | 2 0 ; nur der Nullvektor hat die Lange 0.
al

Einen Vektor mit der Lange 1 nennt man Einheitsvektor und schreibt é; .

|r§|=|r

Fira#0gilt:a,= .
4]
/Satz: ( Berechnung des Betrags) \
a1
Fur einen Vektora= | a, | aus \V3gilt |a|= \/m
a3
Fiir Vektoren aus V2 entsprechend | a|= W

/ Definition: (Einheitsvektor) v N \
Ein Vektor der Lange 1 heilt Einheitsvektor

(Um aus einem Vektor einen Einheitsvektor zu

erzeugen muss man jede seiner Komponenten o0 v
durch den Betrag des Vektors dividieren. Die V= e ——
allgemein (ibliche Bezeichnung eines Einheitsvektor \/ R AR A
ist eine 0 als Exponent am Vektor: v°) v

T —

\ \\/ VZ+V2+v? J J
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1.10. Berechnen besonderer Punkre
Was bei solchen Aufgaben gesucht wird, ist immer der Ortsvektor zu einem Punkt.

D

(1) Fehlender Punkr eines Parallelogramms

Gegeben sind die Punkte
A (2/-1/4) , B(8/3/6) und C(10/7/9)

Bestimme D so, dass das entstehende
Viereck ein Parallelogramm ist.
(9) A B

Lésungsansatz: Wie kann man den gesuchten Vektor mit Hilfe bekannte Vektoren ausdriicken ?

OD = OA + AD

—

Der Vektor OA ist als Ortsvektpr begkannt, aber nicht AD.

Wegen Parallelogramm ist AD = BC

. . . 2 2 4

OD= OA + BC =|41 +14 =13
4 3 7

—

(2) Mitrelpunkr zweier Punkte / MitTelpunkr einer STrecke

Berechne den Mittelpunkt M der Punkte A(2/-1/4) und B(8/3/6) A

Lésungsansatz: Wie kann man den gesuchten Vektor mit
Hilfe bekannte Vektoren ausdricken ? M

OM = OA + 7% AB
Der Faktor %z resultiert aus der Eigenschaft, dass der
gesuchtﬂ’ynkt Mittelpunkt sein soll.

OM = OA + % (OB-OA

., I 2) (8 5
OM = % (OB+0A) =%|-1/+ |3 || = |1 (o)
4) |6 5

(%) Mirrelpunkr zweier Punkte / MitTelpunkr einer STrRecke
Berechne den Schwerpunkt S eines Dreiecks A(8/1/7) und B(6/7/9) und C(— 5/7/8).

Der Schwerpunkt ist der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden.
Wenn nur die Koordinaten des Schwerpunktes gefragt sind, kann man davon
ausgehen, dass man das Teilverhaltnis benutzen kann. Der Schwerpunkt teilt die
Seitenhalbierenden im Verhaltnis 2:1.
Lésungsansatz: Wie kann man den gesuchten Vektor mit

Hilfe bekannte Vektoren ausdricken ?

0S = OA +%AB +%MC

Die Gleichung OS = OA + AS macht natirlich nicht viel A
Sinn, da von AS nichts bekannt ist und auch erst wieder auf
andere Vektoren umgerechnet werden muss

M.C=7"AB +BC

OS = OA+ W%AB +%(% AB + BC)
OS = OA+% (OB—OA) +% (% (OB—OA) +OC - OB)

_ —=  —

MC="AB+B
OS = OA+ V2 AB +% (% AB + BC)
(Prinzipiell ware es mdglich ab hier OS zu berechnen, da alle notwendigen Vektoren berechnet werden
kémen. Imiolgendge»n wﬂalles noch v&a»iterﬂnterﬁf diiprtsvektoren reduziert.)
OS = OA+%(0OB-0A) +% (% (0OB-0OA)+0OC-0B)

—

OS = OA+-20A-",0A + 20B+"/,0OB-":0B + ' OC

3
o - T Auf den detaillierten Rechenweg wird hier verzichtet.
0S8 = %(0A+0B+0C) Die Koordinaten des Schwerpunktes sind: g
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2. Das Skalarprodukr

Definition:  (Skalarprodukt)

Sind §= a, lundb=|b, | gegebene Vektoren, so heidtj aob=ab, +a,b,+a,b,
a b

3 3

Skalarprodukt der Vektoren. Fiir Vektoren aus V2 entsprechend: aob=a,b, +a,b,
Das Ergebnis des Skalarproduktes ist eine reelle Zahl.

Wenn man zwei Vektoren an einem gleichen Anfangspunkt beginnen lasst, dann bilden sie einen
Winkel miteinander. Der Wert des Skalarproduktes kann dann auch mit Hilfe der Vektoren und dem
Wert des eingeschlossenen Winkel ausgedriickt werden. So erhalt man fir das Skalarprodukt eine

—

2. Definition: aobs= |a] |b| cos (qg,g)

In den meisten Fallen ist aber der Winkel zwischen den Vektoren nicht bekannt, sondern man benutzt die
beiden Definitionen des Skalarprodukts, um den Winkel zwischen den Vektoren zu berechnen.

2.1. Rechenregeln fir das Skalarprodukr

ﬂl o(b+c)=aob+aoc Das Skalarprodukt ist distributiv \
aob =bo a Das Skalarprodukt ist kommutativ
aoa =|a?2=a? Das Skalarprodukt mit sich selbst ist das Quadrat des Betrages
[@e bl <|al *|b]| Der Betrag des Skalarproduktes aus zwei Vektoren ist immer kleiner
als das Produkt der beiden Betrage
(xd)ob =ax(@ob) Ein skalarer Faktor kann ausgeklammert werden.
a4, =(aob’)be Komponente von a in Richtung b
a, =a o b’=|ajcos «(a, b°)  Projektion von a auf b
QE = |a| sin «(a, b°) Projektion von a senkrecht zu b /
Y
2.2. Berechnung des Winkels zwischen zwei VekToren R
— — —
Bildet ein Vektor b einen Winkel a mit einem Vektor a, so b b
— — — 2
kann man b in zwei Vektoren b, und b, zerlegen, von denen
— — — — —
b, ein Vielfaches von aist (b,= s * a) und b, senkrecht auf a steht.
Das geht immer, da es eine Zerlegung des Vektors?in seine a >
Komponenten in Richtung der Basisvektoren darstellt. - —b’

Damit ergibt sich flir das Skalarprodukt vonguntﬁ):

- > > > = — - — 2 - — 2
arb=a(b,+b)=a(sa+b,)=slal*+a-b,=s|a

Da a und b, senkrecht sind, fallt der zweite Summand weg und es bleibt nur der erste Summand stehen.

Damit stellt sich die Frage: Lasst sich s durch die beiden Vektoren a und b ausdriicken?

Aus der Zeichnung ist leicht zu erkennen, dass die Vektoren a bzw b, zum Winkel a die Ankathete

darstellen, wahrend der Vektor b die Hypotenuse darstellt. Damit ergibt sich aus der Trigonometrie:

Ib,|

cos a = bl = Ib| + cos a = |b,| b, ist aber nur eine Verlédngerung von a.

|b] * cos a=s|a|
. setzt man den Wert s in die Berechnung
JQI% des Skalarprodukts ein

acb=slapp= Rloosa 50

|al

S =

acb=|a||b]cosa
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@atz: ( Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren) \
S~ & - b,
Ein Vektora = | a, | und ein Vektor b = b, | aus V2 bilden den Winkel mit 0 < ¢ < 180°
a3 b3
. aob _ ab+ab,+ab,
Es gilt: = e s
SIS D™ a) b lal [b
\Fﬂr Vektoren aus V2 entsprechend /

Folgerungen: (1) aob=0 < ¢=90°

Zwei Vektoren a , b mit ;;f 0 und g# 0 sind genau dann orthogonal, wenn ihr
Skalarprodukt Null ergibt.

(2) aca=a?=|al?
Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst liefert das Quadrat des Betrages
des Vektors. Damit gibt es eine weitere Moglichkeit den Betrag eines Vektors zu
berechnen:

laj=\aca

2.%. Wenn das Skalarprodukr O ist sTehen die beiden Vekroren senkrechr

und umgekehrr
WENN die beiden Vektoren senkrechT stehen ist das Skalarprodukr O

Zur Herleitung dieses Sachverhalts sollen zunachst zwei senkrechte Vektoren
betrachtet werden.

Wenn die beiden Vektoren senkrecht stehen, dann bilden sie mit dem N
Verbindungsvektor a - b ein rechtwinkliges Dreieck. Im rechtwinkligen Dreieck

gilt der Satz den Pythagoras:
lal* + [bJ* = |a - bf?

Damit sind die Betrage der einzelnen Vektoren zu quadrieren, dh. von der
Betragsberechnung entfallen die Wurzelzeichen:

[af? + [bf? = la-bf?

a12 + az2 + asz + b12 + b22 + b32 = (a1 - b1)2 +(82 - bz)2 +(a3 - b3)2
Fur die rechte Seite kommt die 2. Binomische Formel zum Einsatz
a’+a’+a? + b?+b?2+b? =(a?-2ab, +b?)+(a’—-2ab,+b?)+(a?-2ab,+b?)

Woraus zu erkennen ist, dass sich die quadratischen Glieder auf beiden Seiten aufheben.

0= -2ab, —2ab, —2a,,

= -2(ab,+ab,+ap,)

nach dem Grundsatz, dass ein Produkt nur O sein kann, wenn mindestens einer der beiden Faktoren 0 ist, muss a,b,
+ayb, +ab, gleich 0 sein !

Fir den umgekehrten Beweis kann man von der Gleichung des Skalarproduktes ausgehen und durch
beiderseitige Ergdnzung der Gleichung rickwarts schlie3en, bis man wieder beim Pythagoras angekommen ist.
Auch, wenn das etwas seltsam anmutet: Es sind genauso mathematisch korrekte Umformungen, die zu einer
neuen Aussage fihren. Auf dem Hinweg wurde auch nichts anderes gemacht.
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2.4. Das Skalarprodukr und die TRigoNOMETRIE

Die Darstellung von zwei Vektoren, die von einem Punkt ausgehen, kann man so erganzen, dass rechtwinklige

Dreiecke entstehen. Der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist dann immer ein Winkel zwischen einer Kathete und
einer Hypotenuse. Da die Kathete anliegend ist handelt es sich um die Ankathete und die zugehérige trigonometrische

Funktion zu Ankathete und Hypotenuse ist die cos — Funktion. Die Lange der Projektion eines Vektors auf die
Tragergeraden des anderen Vektors liefert den Wert : Betrag des Vektors mal cos des eingeschlossenen Winkels.
Das ist ein wesentlicher Bestandteil des Skalarproduktes. Fir den Wert des Skalarproduktes selbst ist nur noch mit
dem Betrag des Vektors zu multiplizieren, auf den projiziert wurde.

L4

aob=]a||b] cos a=]a|b, a={2}b=P} b, =5,36 |a|=4,47
aob=23,97

(Die Werte von b, und |a| sollen durch ausmessen bestimmt werden, auch, wenn dabei die Genauigkeit von zwei
Stellen hinter dem Komma nicht erreicht wird. Fiir die Berechnung gilt, dass der eingeschlossene Winkel 49,4°
betrégt)

L5
L4 ‘_
\
I\
3 a \
2 \
[
Fi
\ HE I
a ; b
1 ) ! i ? i ? ' I i ¢ 1o
= \a\ cosf
k=1 ab. I ]

a =291 |b| =824

aob=]al|b]cosa=|b|a, a={2}b={8
aob=23,99
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2.%. Das Skalarprodukr mit einem EinheitsvekTor

.
Der Vektor 5 ist ein Vektor der Lange 1 und damit ein Einheitsvektor.
3
5
14
1 .
Skalarprodukt mit : {2] Skalarprodukt mit 5
-2
4/5+1+3/5+2=10/5=2 5
4/5 « 14/5 - 3/5+ 2/5=50/25 =10/5=2
Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck: Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck:
Hypotenuse: V5 eingeschlossener Winkel : 26,5 ° Hypotenuse: 2v2 eingeschlossener Winkel : 45°
Ankathete: A =5+ cos 26,5°=2 Ankathete: A =2V2+cos45°=2

Ist der Vektor, auf den projiziert wird, der Einheitsvektor
des Richtungsvektors, dann ist das Skalarprodukt identisch

mit dem Abstand des FuBpunktes vom Aufpunkt.
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2.6. Orthogonale Zerlegung eines VekTors

g 10
L

aob=lal|bjcosa=]alb, a= i} b={g} aob=24

b |=acbh_16+8_24 _2420_ 125 - 53¢ =20 =

B 1= Sl ™ 20 V20~ 20 5 o] =20 =447

Der Vektor b, hat die Léange von b, und die Richtung von a. Um den Vektor zu erstellen muss der Einheitsvektor von a
mit der Lange b, multipliziert werden.

24 _ 1 (2]_ 24 (2)-12 [1]_[24 o =8}_[2,4}=[5,6}
P, = J20 ¥ 20 {4}' 20 [4}' 5 [2}'[4,8} 0. =b-b, {2 48" (-2,8
b, | a°

Dass b, und b_, addiert b ergeben ist trivial, denn so wurde b_, bestimmt. Aber es ist auch das Skalarprodukt von b,
und b_, gleich 0, dh, die beiden Vektoren sind tatsachlich senkrecht. Damit existiert eine senkrechte Zerlegung von b,

bei der eine Komponente in Richtung von a verlauft. Der Vektor b_, ist der Vektor des Abstandes der Spitze des
Vektors b zu Tragergeraden des Vektors a.

Diese Zerlegung macht man sich auf zwei verschiedene Arten zu Nutze:

(1) Fur die Berechnung des Abstandes eines Punktes zu einer Geraden wird der Verbindungsvektor vom
Aufpunkt der Geraden zum Punkt P auf den Richtungsvektor der Geraden projiziert. Damit erhalt man den
LotfuRpunkt. Der Verbindungsvektor des LotfuRpunktes zum Punkt P ist der Abstandsvektor.

(2) Fur die Berechnung des Abstandes eines Punktes zu einer Ebene wird der Verbindungsvektor vom Aufpunkt

der Ebene zum Punkt P auf den Normalenvektor projiziert. Die Lange dieser Projektion ist der Abstand des
Punktes von der Ebene.

Bei der Berechnung des Abstandes von einer Geraden kann man schwer auf den orthogonalen Raum projizieren, da
dieser Raum zweidimensional ist. man bendtigt fir diesen zweidimensionalen Raum eine orthogonale Basis, die
etwas aufwendig zu bestimmen ist. Dabei musste ein Vektor dieser Basis in der Ebene liegen, in der die Gerade und
der Punkt sich befindet und senkrecht zur Geraden sein. Der Teilraum der Geraden hat nur eine Richtung.

Das gleiche gilt bei einer Ebene. Die Projektion des Verbindungsvektor von Aufpunkt und Punkt P auf die Ebene hat
eine unbekannte Richtung, da er aus den beiden Richtungsvektoren gebildet werden misste, die aulerdem nicht
von vornherein rechtwinklig sein miissen. Deshalb miisste man auch dort erst eine orthogonale Basis erstellen.
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Produkte von Vektoren

2.7. Abstandsberechnung und Skalarprodukr

Die Projektionseigenschaften des Skalarproduktes macht man sich der der Berechnung der Abstande zu Nutze.

2.7.1. Abstandsberechnung bei Geraden

Bei Geraden ist das geometrische Objekt
selbst, die gerade, ein eindimensionaler
Vektorraum. Deshalb projiziert man den
Verbindungsvektor P — A auf den
Richtungsvektor der Geraden. Dann erhalt
man, wie viele Anteile des Richtungsvektors
notwendig sind, um zum LotfuBpunkt zu
gelangen. Ublicherweise projiziert man auf
den Einheitsvektor des Richtungsvektors,
dann erhalt man genau die Entfernung des
LotfuBpunktes vom Stitzvektor der Geraden.
Der Differenzvektor zwischen dem

: P(3I2)

LotfuRpunkt und dem Punkt P ist der
Abstandsvektor und dessen Lange der
Abstand.

Die Projektion auf den senkrechten Raum ist
im dreidimensionalen schwierig, da die
bendtigte Richtung aus einer Ebene
auszuwahlen ist.

Deshalb geht bei der Abstandsberechnung

Bl
-
-

A(0-3) '

zur Geraden fast alles iber den Lotfullpunkt.

2.7.2. Abstandsberechnung bei Ebenen

Zur Anschauung sein die Ebene so gewahlt, dal} sie senkrecht zur x, — x, Koordinatenebene ist, so dal} die
eingezeichneten Punkte ebenfalls in diese Koordinatenebene liegen und deshalb nur zwei Koordinaten

besitzen. Die x, Koordinate ist 0.

Bei der Ebene ist das geometrische Objekt
selbst zweidimensional und deshalb schwierig
den LotfuBpunkt zu bestimmen. Dieser ergibt
sich als Linearkombination aus Stiitzvektor und
den beiden Richtungsvektoren. Bei einer Ebene
ist aber der senkrechte Raum eindimensional,
namlich die Lotgerade. Deshalb projiziert man
den Verbindungsvektor P — A nicht auf die
Ebene, sondern auf den Normalenvektor. Mit
dieser Projektion hat man aber schon den
Abstandsvektor.

Projiziert man nicht auf den allgemeinen
Normalenvektor sondern auf dessen
Einheitsvektor, hat man gleichzeitig den Abstand
des Punktes von der Ebene.

Deshalb ist zur Abstandsberechnung bei Ebenen
der LotfuRpunkt nicht unbedingt notwendig.

oA
&

\
\ P(3/2)

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

A(0/-3)
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3. Das Vekrorprodukr

Wahrend das Skalarprodukt unabhangig von der Dimension des betrachteten Raumes berechnet werden kann,
existiert das Vektorprodukt nur im dreidimensionalen Raum. Es gibt kein Vektorprodukt in der Ebene.

a b
Von zwei zweidimensionale Vektoren a ={a1} undb = {” l&sst sich kein Vektorprodukt berechnen, von
2 2

a b
zwei dreidimensionalen Vektoren a = a; und b = b; aber schon. Es sind nicht die gleichen Vektoren, die
0 0

nur um eine Komponente erweitert wurden. Die Vektoren sind aus Radumen mit verschiedener Dimension.

ik a,b;—ab, a
axb=a a, a, | ={ ab,—ab,

b1 bz bs a1b2—a2b1

axb

b

Das Ergebnis des Vektorproduktes ist ein Vektor, der senkrecht auf der von a und b aufgespannten Ebene
steht. Diese Eigenschaft ist besonders interessant flr die Arbeit mit Ebenen im R®.

Der Betrag dieses Vektors (Betrag des Vektorproduktes) ist gleich dem Flacheninhalt des Parallelogrammes,
das von den Vektoren a und b erzeugt wird

%.1. Rechenregeln fir das Vekrorprodukr

ﬂx b | =|a| |b] sin «(a, b) Betrag des Vektorproduktes \
ax((b+c) =axc+axc Das Vektorprodukt ist distributiv

axb # bxa Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ

axb = - bxa Der Ergebnisvektor hat die entgegengesetzte

Richtung (Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ, sondern
antisymmetrisch. Beim Vertauschen der beiden Vektoren entsteht ein
Vektor mit dem gleichen Betrag, aber in entgegengesetzte Richtung
weisend. Fur die obenstehende Determinante der Definition
bedeutet das, man vertauscht die Zeilen fir a und b')

X (bxc)=b(aoc)-c(achb) (Grassman Identitat)

(axb)xc =b(aoc)-aboc)

(@ xb)o (€ x 9) = (aec) (bod) - (ed) (boc) (Lagrange Identitat )

axa=0 Das Vektorprodukt mit sich selbst ist der Nullvektor
ao(@xb)=bo(axb)=0 Das Skalarprodukt eines Vektors mit dem Ergebnis aus dem
Vektorprodukt des gleichen Vektors mit einem anderen ist 0.
(xda)xXb =a(@xb) Ein skalarer Faktor kann ausgeklammert werden.
t=a-a =b’Xx (ax b Komponente von a senkrecht zu b
3.2. Der Betrag des Vekrorprodukres
azbs - asbz
Der Vektor des Vektorprodukts aus zwei Vektoren: laxb|=|ab,—ab,
ab,—a,b,

Zur Vermeidung der Quadratwurzel soll zunachst das Quadrat des Betrages betrachtet werden.
lax b= (ab;—ab, )+ (ab, —ab.) +(ab,-ab,)
nach den Binomischen Formeln ergibt sich auf der rechten Seite:
= (a,’b,>—2a,a,bb, +a,’b,?) + (a,?’b,>—2a,a,b,b, + a,’b,?)+ (a,’b,> - 2a,a,b,b, + a,°b ?)
Die Klammeren sind nicht notwendig und sollen nur demonstrieren, wo die einzelnen Ausdriicke herkommen.

= (a,b,>—2a,a,b,b, +a,%b,?) + (a,’b,? - 2a,a,b,b, + a,*b,?)+ (a,°b,” — 2a,a,b,b, + a,?b?)

2737273 173 3 1

= a’(bs2+bs2)+az(b>+b?)+a?b,>+b?)-2(a,abb, +aabb,+ aabb,)

Bei den Quadraten der Komponenten von a fehlt jeweils ein Quadrat der Komponenten von b und zwar jeweils

dasjenige, das die gleiche Komponenten von b enthalt.
AOO'I Man da O‘O‘I' en mmanaen ll ] Mu
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= a12 (b32 + b22 + b12 ) + a22 (b32 + b12 + b22) + a32 (b22 + b12 + b32 )

-2(a,ab,b, +aabb, + aabb,) -(a’b?+az?b? +az’b?)
Bei den ersten drei Summanden lasst sich die Klammer mit den Quadraten der b Komponenten ausklammern, da sie
jetzt bei allen Quadraten der a Komponenten vorhanden sind.

Die Elemente mit negativem Vorzeichen lassen sich zu einem Binom aus drei Komponenten zusammenfassen:
(@a+b+c)*=a?+b2+c?+2ac + 2bc + 2ac

= (a12 + azz + 832) (b12 + bz2 + b32) —( a,b,+a,b, + a, b3 )

Die ersten beiden Klammern enthalten das Quadrat den Betrages des Vektors a und des Vektors b.
Die Klammer nach dem Minuszeichen enthalt das Skalarprodukt des Vektors a mit dem Vektor b.
Fir dieses Skalarprodukt gibt es auch eine Formel, die die Betrage der Vektoren benutzt:

laxbl?= |a* |b]*~ (]al [b] cos a)*

= |a® [b]>—~ [a]* |b]* cos® a
= |al]* |b]? (1 —cos?a) nach dem Pythagoras der Trigonometrie:
= |a]? |b|?sin?a sina +cos?a =1

oder fiir den Betrag des Vektorproduktes selbst:

laxb|=lalb|sina |

%.3. Zusammenhang zwischen den Betragen Skalarprodukr und Vekrorprodukr

axb|=lal|b|]sina es gilt: sina =1-cos?a
g

xb|= — cos?
‘|a®b|=|a||b|cosc‘ |axb|=lal|b] V1 —cos?a

der cos lasst sich aus dem Skalarprodukt ermitteln

laob| =Ccosa
lal [b]

2

- la?|b?—|aobl?
| axb | - |a| |b| J |a|2 |b|2

Iﬂ><|JI=\J |la]* [b*— @ o b

Hier werden nur Skalarprodukte gebildet, um den Betrag eines Vektorproduktes zu bestimmen.
Skalarprodukte lassen sich einfacher berechnen als Vektorprodukte.

%.4. Geometrische INTerpreTATION dEs BeTraGEs

3.4.1. Flache des Parallelogramms

Zwei Vektoren spannen immer ein Parallelogramm auf. Der Flacheninhalt eines
Parallelogramms berechnet sich aus Grundseite * Héhe.

Die Grundseite dieses Parallelogramms ware etwa der Vektor b und die a
Lange der Grundseite |b|. a ist der von den Vektoren a und b eingeschlossene
Winkel. Damit gilt fir a in dem rechtwinkligen Dreieck. A ‘

b
sina=f e

B h=|a|sina und fiir den Flacheninhalt des Parallelogramms:

A=|b|+h=|b|]|a] sina

Der Betrag des Vektorproduktes aus den Vektoren a und b
ist gleich
dem Flacheninhalt des Parallelogrammes,
das von den Vektoren a und b aufgespannt wird.
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%.4.2. Flache des Dreiecks

Die Flache des Dreiecks, das von zwei Vektoren aufgespannt wird ist genau die
Halfte der Flache des Parallelogramms und damit auch Uber das Vektorprodukt zu

berechnen. a

/e )

b

A=%|b|*h=%|b||a|sina =% |axb|

3.4.3. Flache des Trapezes

|a x b| liefert die Flache des Parallelogramms der beiden Vektoren a und b.
Von dieser Flache in die Dreiecksflache der Vektoren a und ¢ zu subtrahieren

d

Y2laxc|

V

Pi laxb]-"laxc| a

b
Da sich Vektorprodukte mit den GTR nur sehr aufwendig berechnen lassen, wurde im Dokument zu ,Produkten von

Vektoren® eine Formel fiir den Betrag des Vektorproduktes erstellt, die nur Skalarprodukte verwendet. Das Quadrat
des Betrages eines Vektors ist auch nur ein Skalarprodukt des Vektors mit sich selber.

|ax b=y laf bP-[acbp]

|a><IJ|=\J|a®a||IJ®IJ|—|a®IJ|2 da aea= |ap

Die Trapezflache eines Daches aus einer Aufgabe zur Schattenberechnung hat folgende Koordinaten:
A(10]0]10), B(10]12|10), C(6]3|12), D(6]9|12)
Gesucht ist der Flacheninhalt dieses Trapezes.

Standardweg zur Berechnung der Trapezflache C(6/3]12) D(6]9]12)

Die Lange der Grundseite b ist 12 A ¢
( entspricht der x, Koordinate von B).

a
Die Lange der oberen Parallelen ist 6. ¢

A(10/0]10) b B(10]12|10)
Zur Berechnung der Hohe des Trapezes

_ 36 _
b= {102} c= |73 boc=36; bl =12 ;lc =129 COS ¢ = 13 29 = 0.55708
0 5 @ = 56,1454

h =|c| * sin(56,1454) = 4,4721

A=22C h=1258 44721 = 402492

Alternativer Weg Uber das Vektorprodukt
C(6|3|12) D(619]12)
-24

axb=0 | @ x b|=\2880 W
-48

C laxb|—"%]axc|
a
-12

axec=|0 | @ xc|=~720
-24

A(10/0]10) b B(10/12]10)
A =2880 - % \720 = 40,2492
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Berechnung der Flache des doppelten Trapezes

0 0 b C(6]3]12) b D(6[9]12)
b=|-12| 0= |-6 -«
0 0
a
y b+d
. . Y lax/(o+d)
b+d = |-18
0 o §
0 A(10]0|10) b B(10]12|10)
|4 -36
a—-g, ax (b+9)=|0 | a x(b+ 0) | = 6480 A= Y% V6480 = 40,2492
-72
Berechnung des Betrages des Vektorproduktes Uber das Skalarprodukt
4 0 -4 ||:l><IJ|=J|a|2 b2P-|aoeb]? =\j29*122—1296= 2880 = 53,6656
a=3|-b= |12 €=|3
2 0 2

|a><c|=¢|a|2|c|2—|aoc|2 = \E9*29—121 = \720 = 26,8328

A =~2880-"% V720 = 40,2492

la] =~29; |b] =12 ;|¢| =29

aob=36; aeoc=11

%.%2. Abstand eines Punktes zur Ebene oline NormalenvekTor

Zu einer gegebenen Ebene in Parameterdarstellung soll der Abstand eines Punktes berechnet werden, ohne den
Normalenvektor zu berechnen.

- |1 8
E:x=]_4|+t| 3 |+s]| 5 Punkt, zu dem der Abstand bestimmt werden soll: R = 4
1
1 0 1
- — - —
lal?=10  |b|r=26 lacb|?=152=225
—_  — — —
|[al?|b|?—]a°b |?=10+26 - 225 =260 - 225 =35
Fir den Abstand eines Punktes von einer Ebene gilt folgende Formel: (R=A)-(axb)

[axb|

Der Zahler dieses Ausdrucks entspricht einem Spatprodukt, das iber die Berechnung einer Determinante bestimmt
werden kann. Insbesondere fiir die Berechnung mit dem GTR ein sehr empfehlenswerter Losungsweg. Determinanten
und Spatprodukt gehdren nicht zum regularen Schulstoff. Was ein Spatprodukt ist, ist im folgenden Kapitel zu lesen.
Determinanten sind im Grundlagendokument zur Rechnung mit dem GTR nachzulesen.

8 7 . 10 _
R-A=|4 -|_1 =5 Determinante = | (R-A)ab|=| 535 [= 16 Abstand = 16
1 0 01 aE

V3

o o N
()]

Um das Ergebnis zu vergleichen, hier der Rechenweg mit dem Normalenvektor

S (1] - (o - [1 0] (3 R
a= |3 b=|5 N=13| X|5|=|-1 |n|=+35
5

0 1 0] |1
7] (3
5 ° -1
(RA)on  _ 0) |5 _ _
il T V35 S A= 7 A

V35 V35
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4. Das Sparprodukr

4
1 b1 C1
axb)®c=a, b, ¢, = 4 A
a3 b3 CS
a
=(a,b,—a,b)) c, +(a,b,—ab,)c,+(ab,-ab,)c,
b

4.1. Rechenregeln fir das Spatprodukr

(abc)=ao(bxc)=(axb)oc=(cxa)ob

=-co(bxa)=-(cXxb)oa=-(axc)ob
a, a, a,

b, b, b,
c, ¢, c,
=4, *(bzcs'czbs) -a, * (b1C3-C1b3) +a, * (b1CZ-C1b2)

Der Spat ist ein Kdérper, dessen Seitenflachen aus Parallelogrammen bestehen (Wenn man mit einem Spaten ein Stiick
feste Erde ausgrabt, hat das ausgegrabenen Stiick etwa diese Form). Im letzten Abschnitt Giber das Vektorprodukt
wurden die Flachen eines Parallelogramms berechnet, so dass es moglich ist, die Oberflache dieses Korpers mit Hilfe
der Vektorrechnung zu bestimmen. Jetzt soll die Frage geklart werden, ob man auch das Volumen mit Hilfe der
Vektorrechnung bestimmen kann.

Damit ware es mdglich, Oberflachen und Volumen von Kérpern mit viereckigen Seitenflachen allein auf der Basis der
Vektorrechnung zu bestimmen. Alle Kérper mit runden Seitenflachen (Kegel, Kugel, Zylinder) entziehen sich ohnehin
der Vektorrechnung. Wiurfel, Quader eventuell auch Pyramiden besitzen aber ebene Seitenflachen.

4.2. VolumeN €iNes SpaTes

Nach dem Prinzip des Cavalierie berechnen sich die Volumen aller
ebenen Kérper nach der Formel Grundflache mal Hohe. Wenn es sich
nicht um Quader oder Wiirfel handelt, sondern um Pyramiden, ist noch
ein zusatzlicher konstanter Faktor zu berticksichtigen, da Pyramiden 4
Teile eines Quaders sind. Bei Pyramiden (und Kegeln) ist dieser Faktor ¥4

| 7 G
Aus dem Vektorprodukt ist klar, dass sich die Grundflache aus dem
Vektorprodukt der beiden Vektoren a und b berechnen Iasst.

b

G=axb
Damit ist die Aufgabe, die Hohe des Korpers zu bestimmen. Aus dem Vektorprodukt ist weiter klar, dass das
Ergebnis des Vektorproduktes ein Vektor ist, der senkrecht auf a und b steht und damit die Richtung der Héhe
besitzt, aber nicht die richtige Lange.

Der Vektor des Vektorproduktes schlief3t mit der nach oben
gerichteten Kante des Spats einen Winkel a ein. Mit Hilfe
des Skalarproduktes kdnnte dieser Winkel berechnet
werden.

Andererseits ist das Skalarprodukt auch die Projektion des einen
Vektors auf den anderen Vektor. Ist der Vektor, auf den projiziert
wird, ein Einheitsvektor, handelt es sich genau um den senkrechten
Abstand der Spitze des Vektors auf den projizierten Einheitsvektor.

Deshalb soll der Vektor ¢ auf den Einheitsvektor des Vektorproduktes projiziert werden, da dieser genau die Richtung
der Hohe besitzt. und dir Projektion auf dessen Einheitsvektor genau die senkrechte Hohe angibt.

h=co(@axby=¢co BxDb)
Ia x b
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Diese Hohe ist mit dem Betrag der Grundfldche zu multiplizieren, um das Volumen zu erhalten:

V=G-h=jaxb|+ co@XD - 5 @axp
@ x b|

Achtung bei der Multiplikation: + ist das Multiplikationszeichen zwischen zwei reellen Zahlen
© ist das Multiplikationszeichen fir ein Skalarprodukt
x ist das Multiplikationszeichen fur ein Vektorprodukt.

Die Reihenfolge dieser Multiplikationen kénnen nicht beliebig vertauscht werden, deshalb ist es vorteilhaft Klammern
zu setzen.

Das Ergebnis ¢ © (& x b) in der Klammer ist eine reelle Zahl, der Betrag des Vektorproduktes ebenfalls. Damit dirfen
die beiden Faktoren |a x b| geklrzt werden, da es sich dabei um reelle Zahlen handelt. Aber es darf z.B nicht
(c © a) x b gerechnet werden, da ¢ © a kein Vektor ist und somit kein Vektorprodukt mit b gebildet werden
kann.

Mathematisch gesehen ist der Wert ¢ © (@ X b) das Ergebnis einer Determinante, deren Behandlung keinen Schulstoff
darstellt. Trotzdem lasst sich auch dieser Wert tiber den GTR berechnen, indem man die in allen GTR implementierte
Funktion ,Det” dazu benutzt. Die drei Vektoren werden spalten oder zeilenweise in eine 3x3 Matrix Ubertragen und von
dieser die Determinante berechnet.

Eventuelle negative Vorzeichen sind der Orientierung der drei Vektoren untereinander geschuldet und und stellen
allein keinen Rechenfehler dar.

Das Volumen eines Spates aus drei Vektoren a, b, c ist gleich
dem Skalarprodukt des einen Vektors
mit dem
Vektorprodukt der beiden anderen Vektoren

Das Ergebnis des Spatproduktes ist eine reelle Zahl.

4.3. Die dreiseitige Pyramide (TeTraeder)

V=2(aXb) Oc¢

o =

4.4. Die vierseitige Pyramide

V=_(aXb) Oc¢

W =
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?. Geraden

/Satz: (Parameterform von Geraden)

Es sei P ein Punkt mit dem Ortsvektor p und u ein vom Nullvektor verschiedener Vektor.
Dann bilden die Punkte x mit dem Ortsvektoren

X=p+tu (teR)

eine Gerade g durch den Punkt P.

Jeder Vektor x steht fir einen Ortsvektor, dessen Ziel auf der Geraden liegt und der eindeutig
einem Wert t zugeordnet ist.

Eine Geradengleichung ist einen Linearkombination von zwei Vektoren, bei denen der eine
Vektor (Aufpunkt) einen festen Streckfaktor von 1 hat. Der Ergebnisvektor ist immer ein
Ortsvektor vom Ursprung zu einem Punkt auf der Geraden.

Diese Form der Darstellung heil3t Parameterform der Geraden g.

Der Vektorﬁ heil3t Stiitzvektor oder Aufpunkt , der Vektor-tr hei’t Richtungsvektor.

Qer Platzhalter t durchlauft alle reellen Zahlen und heillt Parameter der Geradengleichung. /
Jedem tist eindeutig ein Ortsvektor x zugeordnet.

Anmerkungen:
Im Zusammenhang mit den Parameterformen von Geraden und Ebenen ergeben sich einige typische
Aufgaben und Aufgabenformen:

(1) Bestimmung von Punkten auf der Geraden bzw. in der Ebene.
(2) Punktproben.
(3) Verschiedene Parameterdarstellungen derselben Geraden bzw. derselben Ebene.

(4) Bestimmung von parallelen Geraden bzw. Ebenen.

Um die Parameterform einer Geraden aufstellen zu kdnnen, benbtigt man
(5) einen Stltz- und einen Richtungsvektor
.. oder ... L .
(6) zwei Punkte A und B, die sicher auf der Geraden liegen. OA eignet sich als Stiitz- und AB
als Richtungsvektor
..oder ...
(7) eine geeignete Kombination aus (1) und (2).
Wichtig ist nur:
Der Stitzvektor fiihrt vom Nullpunkt zu irgendeinem Punkt der Geraden.

Der Richtungsvektor verbindet zwei beliebige (,aber verschiedene) Punkte der Geraden miteinander.
Der Richtungsvektor darf durch einen linear abhangigen Vektor ersetzt werden, der Stiitzvektor nicht.
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7.1. Vekror- und KoordinaTtendarstellung in der Ebene

Es sollen hier nur Geraden in der Ebene betrachtet werden, also Vektoren, die nur zwei Komponenten
besitzen. Aulerdem soll eine geraden in der Ebene einmal in ihrer Vektorform und einmal in der bisher
bekannten, Ublichen Koordinatendarstellung angegeben werden.

Koordinatendarstellung Vektordarstellung
X p a
=mx+b 1 1 . 4
y [XZ ] { pz}-‘- t [ az}
A .
m, a,
m a
- y 1
b m_ m = m,
Satz: (Koordinatendarstellung = Vektordarstellung)
Berechne zu einem Wert x  den zugehdrigen Werty_, = b= X,
oder benutze (0|b) als Punkt: Y,
m, is't die y-Komponente des Richtungsvektors, — ae m
m, die x-Komponente: m
y

\(FUr Ganzzahlige mist m =1 zu setzen.)

J \

Satz: (Koordinatendarstellung = Vektordarstellung)
y-p,=m(x-p,) f— p ist ein Punkt auf der Ebene, deshalb empfiehlt es
sich, mit der Punktrichtungsgleichung zu starten:
a
m = y
a, Der Anstieg m ist der Quotient aus den a
;
\ Komponenten des Richtungsvektors a = [i

Alternative Moéglichkeit zur Berechnung:

man bestimmt den Faktor t fir den Schnittpunkt mit der x,-Achse. dh. der Wert flr x, muss 0 werden:
p,+ta, =0

Der flr dieses t berechnete x, -Wert ist der Wert, der fir b verwendet werden muss.
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7.2. Besondere Lage von Geraden

@tz: (Gerade parallel zu einer Koordinatenebene)

Parameterdarstellung:

P, u
_)
X=[ P |+ e Y,
Py 3
g || x,-x,-Ebene: u,=0
g || x,-x,-Ebene: u,=0
g || x,-x,-Ebene: u,=0

k-) Keinen Spurpunkt mit der parallelen Ebene.

ﬁatz: (Gerade parallel zu einer Koordinatenachse)

Parameterdarstellung:

P, u
_)
X = pz + t. u2
p3 u3
g || x,-Achse: u,=u,=0
g || x,-Achse: U =u,=0
g || x,;-Achse: u,=u; =0

4 Nur einen Spurpunkt
«# Gerade senkrecht zu einer Koordinatenebene
\ «# Gerade parallel zu den beiden anderen Koordinatenebenen
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2.7. Spurpunkre eiNner Geraden

Spurpunkte in V?

Eine Gerade, die nicht parallel zu einer Achse ist, hat in der Ebenen mit jeder Koordinatenachse
Schnittpunkte. Im Falle der Geraden in der Ebene ist jeweils eine Komponente gleich Null zu
setzen.

Spurpunkte in V3

Spurpunkte einer Geraden im V2 sind in erster Linie DurchstoBpunkte der Geraden durch die
Koordinatenebenen. Solche DurchstoRpunkte gibt es bei jeder Geraden, aber es gibt nicht immer
drei. Manchmal kann es auch nur einen geben. Fir Durchstol3punkte durch die
Koordinatenebenen ist eine Komponente gleich Null zu setzen.

DurchstoBpunkte einer Geraden durch einen Koordinatenachse sind moglich, aber selten.

In diesen Fallen sind jeweils zwei Komponenten gleich Null zu setzen.

Spurpunkt mit der x, — x, — Ebene
=> die x, Komponente muss Null sein.

ﬁatz: (Gerade in Parameterdarstellung) \

. p1 u1
Es sei eine Gerade in Parameterdarstellung gegeben g: x=|p, t+t U,
p3 u3

Far den DurchstoBpunkt mit der x,-x, -Ebene muss folgende Bedingung erflllt
sein

p,+tu, =0

Dabei handelt es sich um eine Gleichung mit einer Unbekannten (t ). falls u, nicht Null ist,
ist diese Gleichung immer IGsbar. Das einsetzen des errechneten Wertes fir t liefert die x,
und x, Koordinate des DurchstoBpunktes. Wenn u, =0 , dann lauft die Gerade parallel zur
X,-X, Ebene und hat deshalb keinen DurchstoRpunkt mit dieser Ebene.

Satz: (Gerade in Koordinatendarstellung)

Fir Geraden im V2 gibt es keine Koordinatendarstellung.
Geraden im V2 in Koordinatendarstellung.ist Thema der 7. Klasse.

Spurpunkt mit der x, — Achse
=> die x, und x, Komponente miissen Null sein.

éatz: (Gerade in Parameterdarstellung)

. p1 u1
Es sei eine Gerade in Parameterdarstellung gegeben E: x=|p, |+t U,
p3 u3

Far den DurchstoRBpunkt mit der x, — Achse missen folgende Bedingung erfullt
sein

p,+tu, =0
p,+tu, =0

Dabei handelt es sich um zwei Gleichung mit einer Unbekannten (t ). Ein solche
Gleichungssystem ist natirlich nur in seltenen Fallen I6sbar. /
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6. Ebenen

ﬁatz: (Parameterform von Ebenen) \

Es sei P ein Punkt mit dem Ortsvektor ; ferner seien u und Vzwei linear unabhangige Vektoren.
Dann bilden die Punkte x mit dem Ortsvektoren

Xx=p+tu+rv (tre R)

eine Ebene durch den Punkt P.
Diese Form der Darstellung heil3t Parameterform der Ebene E.

Eine Ebenengleichung ist einen Linearkombination von drei Vektoren, bei denen der eine
Vektor (Aufpunkt) einen festen Streckfaktor von 1 hat. Der Ergebnisvektor ist immer ein
Ortsvektor vom Ursprung zu einem Punkt auf der Ebene.

Der Vektor p heil3t Stiitzvektor oder Aufpunkt , die Vektoren u und v heilten Richtungsvektoren.
oder Spannvektoren (sie spannen die Ebene auf).

Die Platzhalter t und r, die unabhangig voneinander alle reellen Zahlen durchlaufen hei3en
Parameter der Ebene. Jedem Paar (t,r) ist eindeutig ein Ortsvektor x der Ebene zugeordnet.

Um die Parameterform einer Ebene aufstellen zu kdnnen, benétigt man
(1) einen Stiitz- und zwei Spannvektoren .. oder ...
(2) drei Punkte A,B und C, die sicher in der Ebene Iiegen.ﬁeignet sich als Stitz- und
E?: und AgC> als Spannvektoren
.. oder ...
(3) eine geeignete Kombination aus (1) und (2).
(4) Zwei parallele Geraden legen eindeutig eine Ebene fest.
(5) Zwei sich schneidende Geraden legen eindeutig eine Ebene fest.
Wichtig ist nur:

Der Stitzvektor fihrt vom Nullpunkt zu irgendeinem Punkt der Ebene.

Ein Spannvektor verbindet zwei beliebige (,aber verschiedene) Punkte der Ebene miteinander.
Die beiden Spannvektoren durfen nicht linear abhangig sein.
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6.1. Ebenen iNn Normalen - und KoordinaTenform

Definition: (Normalenvektor)

Ein Vektor, der mit dem Richtungsvektor einer Geraden oder mit beiden Richtungsvektoren

einer Ebene einen Winkel von 90° bildet heil3t Normalenvektor der Geraden oder Ebene

éatz: (Normalform einer Ebene oder Geraden) \

Istn#0, dannist {(x —p)on=0

(1) im V3 die Gleichung einer Ebene mit dem Normalenvektor n, die durch den Punkt P mit
dem Ortsvektor p geht.

(2) im V2 die Gleichung einer Geraden mit dem Normalenvektor n, die durch den Punkt P mit

\ dem Ortsvektor p geht. /

An der formalen Gleichung kann man nicht unterscheiden, ob es sich um eine Geradengleichung oder
eine Ebenengleichung handelt. Der Unterschied ist nur zu erkennen, ob die beteiligten Vektoren zwei
Komponenten haben, oder drei. Bei Vektoren mit zwei Komponenten handelt es sich um eine Gerade

in der Ebene (V?) und bei drei Komponenten um einen Ebene im Raum (V2). Der Grund dafir liegt darin,
dass der Normalenvektor nur eine Richtung haben darf, damit das Gebilde eindeutig ist. Das ist nur der
Fall, wenn das geometrische Gebilde genau eine Dimension niedriger ist, als die Dimension des
Raumes, also eine Gerade (1-dimensional) in der Ebene V2 (2-dimensional) oder eine Ebene
(2-dimensional) im Raum V3 (3-dimensional). Solche Ebenen, die genau eine Dimension niedriger sind
als die Dimension des Raumes bezeichnet man auch als Hyperebene.

Fir eine Gerade im V? gibt es deshalb eine solche Darstellung nicht !

/Satz: (Koordinatenform einer Ebene) \

Die Gleichung [ n, x, + n,x, +n,x, =D |beschreibt eine Ebene, falls die Koeffizienten n,, n, und n,

nicht alle gleichzeitig Null sind. n,

Ist n, x, +n,x,+n,x,=D die Gleichung einer Ebene E, so ist n
\ ki %
® Die Koordinatengleichung (KF) einer Ebene lasst sich sehr leicht aus der Punkt-Normalengleichung
(NF) herleiten.
® Die Normalengleichung (NF) einer Ebene Iasst sich sehr leicht aus der Koordinatengleichung
(KF) herleiten.
® Die Umwandlung der Parameterform (PF) einer Ebene in die NF bzw. KF oder umgekehrt ist
aufwendiger.
e |m Normalenvektor, der in beiden obigen Ebenenformen direkt ablesbar ist, driickt sich z.T. die Lage
der Ebene im Raum aus, daher sind bestimmte Lagebeziehungen sehr leicht Uber diesen Vektor
begrindbar.
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6.2. Geometrische Zusammenhange zwischen
Normalenform und KoordinaTtenform

Bei der Umrechnung zwischen den einzelnen Darstellungen kann man sich einige geometrische
Zusammenhange nutzbar machen, wenn man die Rechnung tberprifen will.

n,x,+n,x,+n,x,=D

Die Koordinatendarstellung entspricht auf der linken Seite einem Skalarprodukt der beiden Vektoren
n=(n,/n,/n,)undx = (X, / X,/ X, ). Deshalb kann man die Koordinatendarstellung so interpretieren,

dass das Skalarprodukt zwischen einem (noch unbekannten) Vektor n und einem Ortsvektor x der
Ebene immer den gleichen Wert D hat. (Die geometrische Bedeutung des Wertes D wird im Kapitel
»Abstand eines Punktes von der Ebene” geklart.)

Die Zusammenhange sollen an einem Beispiel gezeigt werden. Das folgende Beispiel ist die
Darstellung einer Ebene in Parameterform und in Koordinatenform.

x = (0/0/-3) + r (1/0/2) + s (0/1/1) 2%, +X,-X, =3

Es soll angenommen werden, dass gerade die Umrechnung der Parameterform in die Koordinatenform
durchgefiihrt wurde und geprift werden soll, ob das Ergebnis korrekt ist.

Die Koordinatenform in Skalarproduktschreibweise: 1

Da diese Gleichung fiir alle Punkte auf der Ebene gelten soll, muss sie naturlich auch fiir den Aufpunkt
der Parametergleichung gelten.

2] [o
1|0/ 0|=3
1) |3

Satz:

Setzt man in die Koordinatengleichung der Ebene den Aufpunkt der Parameterdarstellung ein und
berechnet das Skalarprodukt, muss sich der Wert der rechten Seite der Koordinatendarstellung
ergeben.

Das fuhrt dazu, dass an naturlich das Skalarprodukt mit dem Aufpunkt auch alternativ auf die rechte
Seite schreiben kann:

Das Ergebnis auf beiden Seiten ist eine reelle Zahl. Deshalb kann ich die Gleichung problemlos
umformen und den Ausdruck der rechten Seite auf die linke Seite bringen:

2 X 2 0
1 X2 — 1 o 0= 0
-1 X -1 -3

Nach den Rechenregeln fir Skalarprodukt gilt ein Distributivgesetz, so dass man einen gemeinsamen
Vektor ausklammern kann. (siehe Seite ,Skalarprodukt®; Satz zu ,Rechenregel” Formel (3))

2 1 0
1 o| | X3 |- 0 0
-1 X -3

Interpretation: das Skalarprodukt des Vektors n mit der Differenz eines Ortsvektors auf der Ebene
mit dem Aufpunkt (auch ein Punkt auf der Ebene) ist 0, folglich sind die beiden Vektoren senkrecht.
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merkwdrdiger
Vektor

der dazu
senkrecht ist

Was ist das fir ein merkwirdiger Vektor ?

Dazu soll nochmals die Zeichnung aus Kapitel 6.1.
herangezogen werden.

Vektor des
Aufpunktes

Auf alle Falle sind die beiden Spannvektoren der
Ebene u und v zwei Vektoren, die sich aus der
Differenz zweier beliebiger Ortsvektoren auf der
Ebene ergeben (s. Drei-Punkte-Gleichung einer
Ebene, da entstehen die Spannvektoren aus einer
solchen Differenz). Damit erhalt man folgende
weitere Prifmoglichkeit.

Satz:

Setzt man in die Koordinatengleichung der Ebene die Spannvektoren der Parameterdarstellung
ein und berechnet das Skalarprodukt, muss sich 0 ergeben.

2 1 2 0
1/0/0]=0 11o0/1|=0
-1 2 -1 1

Definition: (Komponenten der Koordinatengleichung)
Die

Komponenten der Koordinatengleichung n,, n,, n,
sind die

Koordinaten des Normalenvektors auf eine Ebene
(siehe dazu Kapitel VIII)

Sollen von einer Koordinatendarstellung die Parameterdarstellung bestimmt werden, kann man die
gleichen Priifkriterien verwenden.
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6.%. Erstellen von Ebenengleichungen

(1) Drei Punkte Form

-

Gegeben sind 3 Ortsvektoren A, B, C
Gesucht ist die Ebenengleichung durch die drei Punkte

— —

— — — —
X = A+ t(B-A)+s(C-A)

(2) Zwei sich scheidende Geraden

- 5 >

gl: Xy, =Atta
— — —
g2: ng =B+tb

)_()= K)+ tZ+S_b)

(%) Eine Gerade und ein Punkr Nicht auf der Geraden

- -

N
:Xg=A+ta

T @

— — — — —
X=A+ta+s(P-A)

(4) Zwei parallele Geraden

- 5 >

gl: X, =A+ta

g1

— —
a

B+t

N
g2: ng

— — — — —
X=A+ta+s(B-A)
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6.4. KoordinaTenebenen und KoordinaTenachsen

Satz: (Gleichung der Koordinatenachsen):

Parameterdarstellung:

1 0
x,-Achse: 3> =t- g X,-Achse: 3 =t- g)

Satz: (Ebenengleichung der x.-x,-Ebene)

Parameterdarstellung:

0 1 0

x= |0 +t |0 |+s |1

0 0 0
Koordinatendarstellung

X, =0

0
Normalenvektor [o}
1

\.

/Satz: (Ebenengleichung der x,-x,-Ebene)

Parameterdarstellung:

0 0 0
x= |0 +t|1|+s |0

0 0 1
Koordinatendarstellung

X, =0

1
Normalenvektor {0}
0

\.

N

/Satz:

Parameterdarstellung:

SEE

Koordinatendarstellung

(Ebenengleichung der x,-x,-Ebene)

x,=0

0
Normalenvektor { 1 }
0

\.

J
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6.7. Ebenen parallel zu KoordinaTenebenen

Satz: (Ebene parallel zu einer Koordinatenebene)

— p1 u1 V1
X=|p, [+ te|u, |+s°|yv, ax, + bx, + cx, = d
p3 u3 V3
E || x,-x,-Ebene: u,=0;v,=0 cx,=d
E || x,-x,-Ebene: u,=0;v, =0 ax, =d
E || x,-x,-Ebene: u,=0;v,=0 bx,=d

«» Keine Spurgerade mit der parallelen Ebene.
“# Spurgeraden parallel zu den Achsen

+ Ebene senkrecht zu zwei Koordinatenebenen

+ Die Komponente der Richtungsvektoren der nicht parallelen Achse ist 0

+ Keine Spurpunkte mit den Achsen der parallelen Ebene, deshalb nur einen Spurpunkt

« Normalenvektor hat nur eine von 0 verschiedene Komponente

Parallel zur x, — x, Ebene

Parallel zur x, — x, Ebene

Parallel zur x, — x, Ebene
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6.6. Ebenen parallel zu Koordinatenachsen

Katz: (Ebene parallel zu einer Koordinatenachse)

Parameterdarstellung:

Koordinatendarstellung \

p1 u1 V1
X + t +
= L] L] —
X=p, u, S| v, ax, + bx, +cx, =d
p3 u3 V3
E ” X1-AChse: U2V3 = U3V2 sz + CX3 =d
E ” XZ-AChse: U1V3 = U3V1 aX1 + CXS =d
E ” X3-Achse: U2V1 = U1V2 aX1 + bX2 =d

«# Zwei Spurgeraden parallel zur parallelen Achse
w Kein Spurpunkt mit der parallelen Achse

Koordinatenebene der anderen beiden Achsen.

K « Normalenvektor hat keine Komponente der parallelen Achse, parallel zur /

i | Parallel zur x,— Achse

Parallel zur x, — Achse

www.treff-lernen.de
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E - x, —x, —Ebene

#0 =0 #0

E - x, — x, —Ebene

=0 #0 #0

E - x, - x, —Ebene

=0 =0 #0
E - x, - Achse
E ist parallel zur x, — x, — Ebene Eist x, —x,— Ebene
=0 #0 =0
E - x,—Achse
Eist x, —x,— Ebene
#0 =0 #0
E-L x, — Achse

Eist x,—x, — Ebene
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6.8. Spurpunkre einer Ebene

Satz : (Spurpunkte einer Ebene mit Koordinatenachsen)

Parameterdarstellung: Koordinatendarstellung
p1 u1 V1 —_
X= P, + te u, +Se v, ax1+bx2+cx3—d
Ps % vs Spurpunkt
x,-Achse: x, =x,=0 X,=0=p,+tu,+sv, ax, =d d
X,=0=p,+tu, +sv, a
XZ'AChse: X1 = X3 =0 X1 =0= p1 +t u1 +Ss V1 bx2 =d g
x,=0=p,+tu, +sv, b
-0 = d
x,-Achse: x, = x, = 0 X;=0=p, +tu +sv, cx, =d c
X,=0=p,+tu,+sv,
Jeweils zwei Gleichung in t und s, l6sen,
wenn Idsbar dann die Werte in die
verbleibende Komponenten einsetzen.
X3 N3
Beispiel: E: 2x,+3x,+5x,=6 T !
E N x,-Achse: x, =x,=0 g 2x,=6 =x,=3 T
E N x,-Achse: x, =x,=0 g 3x,=6 il
E N x,-Achse: x, =x,=0 g 5x,=6 - 91o
Parameterdarstellung: X9
E N x,-Achse: x,=x,=0 h %3

N {4} -1 1
X= 2| vtelg s ¢
4 -2 -1

X,=0=-2+4t +s
X, =0=4+1t(-2) —s1

x,=—4 =1+ (-1)+1-6| = 3

Schnittpunkt mit x,-Achse
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6.9. Spurgeraden einer Ebene

/Satz: (Spurgeraden einer Ebene mit Koordinatenebene) \
Parameterdarstellung: Koordinatendarstellung
[P u, v,
X=p, |+ teu, (+Sely, ax, + bx, + cx, = d
p3 u3 V3
x,-X,-Ebene: x, = 0 X, =0=p,+tu,+sv, ax, +bx, =d
x,-x,-Ebene: x, =0 x,=0=p,+tu +sv, bx, + cx, =d
x,-x,-Ebene: x, =0 x,=0=p,+tu,+sv, ax, +cx,=d
Jeweils eine Gleichung in t und s,
auflésen nach einem Parameter in die
beiden anderen Koordinaten einsetzen
und zusammenfassen.

Ebenen, die nicht parallel zu Koordinatenebenen sind, hinterlassen in den Koordinatenebenen Spurgeraden,
die nichts anderes sind, wie Schnittgeraden zwischen zwei ebenen, von denen eine aber eine
Koordinatenebene ist.

Selbst Ebenen, die zu einer Koordinatenebene parallel sind haben in den beiden anderen
Koordinatenebenen Spurgeraden.

Beispiel: E: 2x,+3x,+5x,=6

X3 313
E N x,-x,-Ebene: x, = 0 g 2x,+3x,=6 T
E N x,-x,-Ebene: x, =0 g 3x,+5x,=6 T
E N x,-x,-Ebene: x, =0 g: 2x,+5x,=6 1
1% 2
Parameterdarstellung: o
™ - X:
e LIS ) e 2
E N x,-x,-Ebene: x, =0 - B3
-4 1
7={-2} +te] ] +s~[1 }
4 2 -1
X,=0=4+t(-2)-s1
s=4-2t 1
1
-4 -1 -1
X=| o |+ te] 4 |+(@4-21)- (o 3
4 -2 X=|2 |[+te] o
0 0
o (-4 +4) 1 -2
X= 1 2+4 |ttt 4_2 " : : .
4 -4 ) 2 492 Fir t = — 1 wird der Achsenschnittpunkt (3,0,0) erreicht,
Fur t = 0 wird der Achsenschnittpunkt (0,2,0) erreicht,

also Gleichung der Spurgerade
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6.10. Musterbeispiele zu Spurgeraden und Spurpunkre

1. Losungsweg (Ebenengleichungen in Koordinatenform)
E;: x,+2x, +2x,— 4 =0 E,. x, +4x, -19=0 Beide Ebenengleichung
X, +2x, +2x,= 4 X, +4x, =19 in Normalform
Umwandeln in Achsenabschnittsform
X% Xy X% oy durch Division der rechten Seite und
4 2 2 19 19 Verbringen von bleibenden Koeffizienten
2 als Doppelbruch in den Nenner.

Die Werte, die unter der jeweiligen Achse stehen sind die
Schnittpunkte der Ebene mit den jeweiligen Koordinatenachsen

Spurpunkte
P,(4/0/0) P,(19/0/0)
P,(01210) ; P,(014,7510) ;
P,(0/0/2) P, existiert nicht
Spurgeraden in Koordinatenform
Spurgerade in x,— x, Koordinatenebene: x, = 0 Geraden haben im 3-dimensionalen
X X, x X Raum keine Koordinatendarstellung.
Zl 5 = 1 Té— + —13— =1 Diese Geraden sind aber Geraden in

einer Ebene und da besitzen Geraden

2 . )
eine Koordinatendarstellung.
Spurgerade in x,— x, Koordinatenebene: x, = 0
X4 % =1 —1X§— =1 (Parallele zur x,-Achse)
Spurgerade in x,— x, Koordinatenebene: x, = 0
XX oy —)1%— =1 (Parallele zur x,-Achse)
2 2 -
2
2. Lésungsweg (Ebenengleichung in Parameterform)

Spurgerade in x,— x, Koordinatenebene: x, = 0 (1 -5 3
Das filhrt zu einer Bedingungsgleichung fiir die E:x=/0|+u 6 +v 2
dritte Komponente: -1 2 -8

-1+2u-8v=0 Eb .
mit der Losung: u =" + 4v enein
Parameterform

Dieser Wert ist fiir u in die Ebenengleichung einzusetzen:

- |1 -5 3
E: x=| 0 [+(2+4v) 6 | +Vv| 2

-1 2 -8
— | 1-5/2 —20+3
g: x=]0+3 |+Vv | 2442
—1+1 8-8
— |-3/2 =17
g: x=| 3 +V | 26
0 0

Danach sind alle konstanten Glieder und alle mit v behafteten Glieder
zusammenzufassen:

@ Die Gerade liegt in der x, — x, Ebene (x, Komponente ist 0)

@ Der Aufpunkt liegt auf der Ebene (u=7"% v=0)

@ Der Richtungsvektor ist eine Linearkombination der beiden -5 3 -17
Richtungsvektoren der Ebene (u=4,v=1): 4 g +1 28 - 206
Damit handelt es sich eindeutig um die Spurgerade. -
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6.11. Umwandeln von Ebenendarstellungen

Parameterdarstellung

[N u, Vi
E: x=|p, [+t | U | +r | V2
pg u3 V3

LGS firn, n,, n, ) . -n,/n, -n./n,
un +u,n,+u;n;=0 LGS flru, Uy, Uy, Vi, Vs, V! 0 i *roo
v,n +v,n +v,n =0 nou, +n,u,+n,u,=0 0 1
nv,+n,v,+n,v,=0
zBu,=1u,=0
v, =0;v, =1 eliminieren von
tundrund in eine
Gleichung umwandeln
ablesen:n O x=D
Normalenform -4 Koordinatendarstellung
(;—B)OﬁzO s Ny X, +n,x,+n;x, =D
ausmultiplizieren: nz x;p gx :D
Umwandeln: (Ebene von Parameterdarstellung in Koordinatendarstellung)
P, u, Vi ¢ + . -D
E: x=|p, +t| Uy | +r | V2 My Xy TN, %, F N3 Xy =
p3 u3 V3

In Kapitel VI wurde bereits darauf hingewiesen, das die Komponenten der Koordinaten-

darstellung ein Normalenvektor der Ebene darstellen. Damit ist zur Bestimmung der

Komponenten n,, n, n, folgendes Gleichungssystem zu lésen:

un +u,n,+u,n,=0
v,n +v,n,+v,n, =0

Das ist ein Gleichungssystem von zwei Gleichung mit drei Variablen. Eine variable ist frei

\wéhlbar, dann sind die anderen beiden eindeutig bestimmt. /

Dazu ist auch der Artikel am Ende des Dokuments Uber das Gleichungssystem mit hinzuzuziehen.

/Umwandeln: (Ebene von Koordinatendarstellung in Parameterdarstellung) \
p1 u1 V1
N, X, +n,x,+n;x,=D D E:x=p, |+t U | +r | V2
p3 u3 V3

Die Koordinatendarstellung ist eine Gleichung mit drei Unbekannten. Damit sind jeweils
zwei Unbekannte (x) frei wahlbar und die dritte damit bestimmt. Mit drei Punkten ist Gber

die Drei-Punkte-Form der Ebene die Parametergleichung aufzustellen.

J
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6.12. Ebenenschar (2007 G2 ; 2011 G1)

Ein beliebtes Thema in Abituraufgaben ist das Behandeln von Ebenenscharen. Darunter versteht man Ebenen,
bei denen im Richtungsvektor oder dem Normalenvektor (Koordinatendarstellung) ein Parameter auftritt. Ein
Parameter im Aufpunkt ist nicht so interessant, weil es dann zu parallelen Ebenen kommt. Ebenen mit Parameter
im Aufpunkt und den Richtungsvektoren sind relativ schwer zu héandeln und kommen wohl nicht vor.

In diesem Zusammenhang gibt es zwei immer wiederkehrende Aufgabenstellungen:

1. Bestimmen Sie die Schnittgerade, die in allen Ebenen liegt

2. Es gibt Ebenen, die die Schnittgerade enthalten, aber nicht zur Ebenenschar gehoren.
Bestimmen Sie die Ebenengleichung einer solchen Ebene.

Diesen beiden Aufgabenstellungen soll im folgenden nachgegangen werden, wobei sowohl die Parameter-
darstellung der Ebene als auch die die Normalform behandelt werden soll.

6.12.1. Ebenen iNn ParameTERFORM
Ein Richtungsvektor besitzt einen Scharparameter

Besitzen Ebenen eine Schnittgerade, dann ist die Schnittgerade in allen Ebenen enthalten.
=> st nur in einem Richtungsvektor ein Parameter enthalten, ist der Richtungsvektor ohne Parameter
der Richtungsvektor der Schnittgeraden.
=> Ein mdglicher Aufpunkt dieser Geraden ist der Aufpunkt der Ebenen aus der Schar, wenn dieser
keinen Scharparameter enthalt.

=> Der Normalenvektor aller Ebenen der Schar muss zu Richtungsvektor der Geraden senkrecht sein
(da die Gerade in allen Ebenen liegt)

—_ |4 -4 —4
X=lo| Y3 %o
0 0 5t

Fir s = 0 erhalt man eine Gerade, die in allen Ebenen liegt. In diesem Fall liegt die Ebene in der
X, — X, Koordinatenebene:

- _[4 —4\ Fuir Geraden in Koordinatenebenen lassen sich auch Koordinaten-
X= 0 tore 3 gleichungen angeben, da es sich um Geraden in einem ,2 —
0 0 dimensionalen® Raum handelt. Es handelt sich dann um die Hessesche

Form einer Geradengleichung, die nur im 2-dimensionalen existiert.

Der Normalenvektor eines 2-dimensionalen Richtungsvektors entsteht durch vertauschen der
beiden Komponenten und &ndern eines Vorzeichens. Damit ist in diesem Beispiel der Vektor

3| ein mdglicher Normalenvektor. Damit ergibt sich eine Normalform in der Art:
4] 3x,+4x,=d
Damit bleibt der Wert fiir d zu bestimmen. Dazu setzt man den Aufpunkt in die Gleichung ein,

da dieser auf der Geraden liegen muss, den er hat keinen Scharparameter t. Somit ergibt sich
als Koordinatengleichung 3 x, +4 x, =12

Beide Richtungsvektoren besitzen einen Scharparameter

—_(4 (4 L[4
X= o] *refg |[*se
0 2t 5t

Voriberlegung: Wenn es eine Schnittgerade gibt, dann muss
» der Richtungsvektor der Schnittgeraden eine Linearkombination der beiden Richtungsvektoren sein
 der Richtungsvektor unabhangig von dem Parameter t sein.

Damit ist eine L6sung fir y und A gesucht, bei der kein t mehr auftritt:

. —4 A —4 Durch kleinweniges Nachdenken findet man, dass y =5 und A = 1
H 3 0 Das Problem 16st. Man kann aber auch Uber eine Bestimmungsgleichung
2—t 5t das Problem l6sen:

M(2-t)+A5t=2u+t(—p+5A)
Der zweite Summand muss fir alle t Null sein. Das tritt ur ein, wenn die

Bedingung p =5\ erflllt ist. Ein Zahlenpaar, das diese Bedingung erfullt
isty=5und A=1.
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Fir die beiden bestimmten Werte folgt ein Richtungsvektor von
—4 —4 —24
5 . 3 + 1 ] O = 15
2—t 5t 10

Da der Aufpunkt der Ebenenscharen ohne Scharparameter ist, liegt er auf allen Ebenen und somit
auf der Schnittgeraden:

—_ (4 (24
X=lol "YU 5
0 10

Wenn die Berechnung richtig ist, miissen alle Punkte auf der Geraden auch auf allen Ebenen liegen, dh, die
Ebenengleichung erfiillen und der Scharparameter herausheben.

4 + u-e —24 = 4 + re _4 +S' _4
0 15 0 3 0
0 10 0 2—t 5t
424y 4 —4r —4s
15u| = 0+3r
10u O+@2-t)r+ 5st

Aus der zweiten Zeile folgt, dass fiir jedes u der Wert von r = 5u sein muss.
Aus der ersten Zeile folgt, wenn man diesen Wert fiir r einsetzt:

4-24u=4-20u-4s

oder
s=u

Werden beide Werte flr s und r in die dritte Zeile eingesetzt erhalt man:

10u=(2-t)5u+5u t

10u = 10u — 5ut + 5ut =10u

Fir jeden Punkt auf der Geraden — fiir jedes u, dass einen Geradenpunkt erzeugt — gibt es eine
Kombination von r und s auf der Ebene, so dass der Punkt auf allen Ebenen liegt, da die
Koordinaten des Punktes nicht mehr von t abhangen.

Die gefundene Gerade ist die Schnittgerade der Ebenenschar.

(Der Wert fir r ist das flinffache von s und entspricht damit dem Verhaltnis von p und A. Das muss auch so sein, da
der Aufpunkt keine Beziehung zum Scharparameter liefert. )

Die folgende Aufgabe soll eine Abituraufgabe aus Bayern gewesen sein.

< 0 1 0 1+3/a
I + . + .
X 0 r 0 S 1 Normalenvektor einer Ebene: 2/a
14/a -1-3/a —2/a 1
= 0 |, I S R 0
0 0 1 14 r(-1-3) -2s = -—r+ 14-3r—2s
14/a —1-3/a —2/a a a a a
r=4;s=1 liefert einen x, Wert r=2; S= 4 liefert einen x, Wert
unabhéngig von a unabhangig von a
4 2
Punkt auf allen Ebenen 1 Punkt auf allen Ebenen 4
—4 -2
Richtungsvektor als Linearkombination (-2) (-1-3) -32 =2
der beiden Richtungsvektoren a a

Die Linearkombination r = — 2 und

-2

s = 3 liefert einen Richtungsvektor, 3

der von a unabhangig ist. 2
N 4 -2
X=| 1 |+t3
4 2
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2
Es ist leicht zu erkennen, dass der zweite ermittelte unabhangige Punkt 4
auf dieser Geraden liegt: t = 1 )

Bestimmt man einen Punkt auf der Geraden, dann muss dieser in allen Ebenen liegen.
Die Punktprobe mit der Ebenengleichung muss r und s werte ermdglichen die kein a
enthalten diirfen. Es soll der Punkt fiir t = — 2 untersucht werden. Der entstandene

Punkt hat die Koordinaten: 8

-8

Die Ebenengleichung fiihrt dazu, dass r = 8 und s = — 5 sein missen. Die x, und x, Koordinaten sind
damit leicht zu erkennen. Was ergibt sich flr diese Parameter als x, Koordinate:

—_ 0 . 1 . 0
X= o |+ o *s 1
14/a —-1-3/a —2/a
14 14 24 10
Hre-1- Jose 3e-se BF s

Die x, Koordinate ist unabhangig von a, also in jeder Ebene enthalten !

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden muss senkrecht auf allen Normalenvektoren stehen:

1+3/a a+3 i a+3 b+3 2b - 2a 2
2la | oder: | 2 o2 2 = |-ab—3b+ab+3a _ b _3
) @ k a b 2a+6-2b-6 =@=b) o
1+3/b b+3 Der Ergebnisvektor kann unabhangig von a und b gebildet werden,
2/b oder: g da (a-b) nur ein Verlangerungsfaktor fur den Vektor ist.
1

Der Vektor ist mit dem oben angegebenen identisch.
(Der senkrechte Vektor ist hier mit dem Vektorprodukt bestimmt worden.)
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6.12.2. Ebenen in Normalform

Die Komponenten in der Normalform stellen die Komponenten des Normalenvektors dar. Der Richtungsvektor der
Geraden muss senkrecht zu diesen Normalenvektoren stehen.

Alle Normalenvektoren zusammen bilden eine Ebene, von der Richtungsvektor der Schnittgeraden der
Normalenvektor ist.

Es muss ein Punkt bestimmt werden, der auf dieser Geraden liegt und damit in allen Ebenen vorhanden ist.

Bestimmung der gemeinsamen Schnitrgeraden

Die Gerade, die in allen Ebenen vorhanden ist, wird auch Tragergerade der Ebenenschar bezeichnet.
Um diese Gerade zu bestimmen, wenn die Schar in Koordinatenform gegeben ist, gibt es folgende Mdéglichkeiten:

1. LOSUNGSWEG

Die Ebenengleichung wird auseinandergenommen und in zwei Teile gegliedert. Der eine Teil enthalt mit den
Koordinatenwerten x,, x, und x, keinen Scharparameter, bei dem zweiten Teil werden die Koordinatenwerte

zusammengefasst, die einen Scharparameter enthalten und dieser wird gleich ausgeklammert.

Beispiel: E,: 2(@+1)x,+2ax,+5(@-2)x,-4=0
Nach Scharparameter trennen:
(2x, = 10x, — 4) + a (2x, + 2x, + 5x,) = 0
Damit entstehen formal zwei Ebenengleichungen:
2x -10x,-4 = 0

|
2X, + 2X, + 95X, =0

Die gesuchte Schnittgerade ist die L6sung dieses Gleichungssystems. Als Gleichungssystem mit 2 Gleichungen
und 3 unbekannten muss es eine Parameterldsung geben, wenn es Giberhaupt eine Ldsung gibt.
Wahlt man x, = t so ergibt sich folgende Losung: x, = 2 + 5t aus erster Zeile

X, =—2—7,5t aus zweiter Zeile
mit der Geradengleichung:

X 2 + 5t 2 5
X,| = |-2-75t |=|-2 |+t |-75
X, t 0 1

2. LOSUNGSWEG

Eine weitere Mdglichkeit, die Schnittgerade zu bestimmen, ist die Arbeit mit zwei verschiedenen Parameterwerte
a und b. Diese Mdglichkeit wird in den folgenden Beispielen verwendet und deshalb hier nicht weiter erklart.

Bestimmung der ,, Grenzebene”

Haufig wird nach einer Ebene gefragt, in der die Schnittgerade liegt, die aber nicht zur Schar gehért. Diese Ebene
kénnte man als ,Grenzebene” fir a — « bezeichnen. Flir a — « spielt der Teil des Normalenvektors, der den
Scharparameter enthalt eine immer gréRere Rolle fir die Summe. Im Beispiel fiir die x, Richtung mit dem Faktor

2(a+1) wird fur wachsendes a die ,1" die Bedeutung verlieren und nur noch der Wert 2a ausschlaggebend sein.
Um die gesucht Ebene zu finden, benutzt man wieder die geteilte Version der Ebenenschar:

(2x, = 10x, - 4) + a (2x, + 2x, + 5x,) = 0

Fir eine sauberer mathematische Betrachtung teilt man diese Gleichung durch a und untersucht den Grenz-

Ubergang fiir a — «~. Damit bleibt nur der zweite Teil tbrig, da der erste Teil wegen des Faktors 1/a gegen 0 geht.
Damit ist die ,Grenzebene” die Ebene des zweiten Teils:

2X, +2X, + 5x, = 0
Diese Ebene enthalt die Schnittgerade, ist aber selbst nicht Bestandteil der Schar.

Der Aufpunkt der Schnittgeraden ist schon mal Element der Grenzebene. Setzt man die Geraden-
gleichung in die Ebenengleichung ein, erhalt man:

2 x, *2 X, + 93X,

2(2+5t) +2(-2-7,5t) + 5t=4+10t—4—15t+5t=0

Damit ist gezeigt, dass die gesamte Gerade in der Ebene enthalten ist. Die Gleichung gilt fur alle t.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de


http://www.treff-lernen.de/

Seite 44 Ebenengleichungen

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter


http://www.treff-lernen.de/

‘ Abstande und Unterraume Seite 45

7. AbstandsberechnunGgen mit dem Skalarprodukr

In der analytische Geometrie unterscheidet man zwei Typen von Raumen: Der erste ist ein sogenannter Vektorraum,
der dadurch gekennzeichnet ist, dass in diesem Raum der Koordinatenursprung enthalten ist. (In jedem Vektorraum
muss der Nullvektor vorhanden sein). Der zweite Raum ist der affine Raum, der eine Verschiebung eines
Vektorraums darstellt und damit besitzt dieser Raum keinen Nullvektor mehr.

Fir den dreidimensionalen Raum kann man sich das so vorstellen: Vektorraume sind alle Ebenen und Geraden, die
durch den Ursprung gehen, affine Raume sind alle Ebenen und Geraden, die den Ursprung nicht enthalten.
AuRerdem kennt man die Bezeichnung der Hyperebene, das sind solche Vektorraume, deren Dimension genau um 1
niedriger ist, als der gesamte Raum. Im dreidimensionalen erflillen damit nur die Ebenen die Bedingung einer
Hyperebene. Im zweidimensionalen Raum sind Geraden die Hyperebene. Markanteste Eigenschaft solcher
Hyperrdume ist, dass es nur einen senkrechten Vektor (bis auf seine Lange) gibt, so dass wieder alle Vektoren des

gesamten Raumes erreicht werden kénnen. Damit bildet die Hyperebene mit ihnrem Normalenvektor eine Basis fur den
Gesamtraum.

7.1. VektorrAume uNd UNTERRAUME VON VEKTORRAUMEN

Zu jedem Vektorraum Iasst sich eine Basis finden, deren Vektoren paarweise senkrecht zueinander stehen. Im
folgenden wird davon ausgegangen, dass man eine solche senkrechte Basis besitzt. Auch, wenn diese Basis
tatsachlich berechenbar ist, wird sie hier nicht explizit gebraucht.

Die orthogonale Projektion eines beliebigen Punktes auf einen Vektorraum mit kleinerer Dimension lasst
sich berechnen durch

2 (x © bi) bi

Dabei stellt der Ausdruck in der Klammer ein Skalarprodukt dar und die bi sind die Basisvektoren des Vektorraums.
Diese Basisvektoren sollen nicht nur paarweise senkrecht sein, sondern auch noch Einheitsvektoren sein, also
Vektoren der Lange 1. Eine solche Basis nennt man orthonormal. Das bedeutet, die Vektoren der Basis sind

orthogonal (senkrecht) und auf die Ldnge 1 normiert. Der dadurch erzeugte Vektor liegt in dem Vektorraum, der
durch die Vektoren bi erzeugt wird.

Beispiel einer Ebene

1 5 Diese Ebene ist ein Vektorraum, da sie keinen Aufpunkt besitzt und damit den Nullpunkt
E: x=u 2/+v |5 als Aufpunkt hat, der flr u=0 und v = 0 erreicht wird. Die beiden Richtungsvektoren a und
5 1 b sind senkrecht, haben aber noch nicht die Lange 1. Die Vektoren sind auch linear

unabhangig. Der Betrag der Vektoren ist 3.

1 2
a°=1% |-2 b° =14 ? Die Vektoren a®° und b°® sind senkrecht und haben die Lange 1.
2

2
Der Punkt P | -1 |liegt nicht in der Ebene.
-3

Die Projektion des Ortsvektors von P in die Ebene ermittelt sich aus: P_ = (P - a®)a® + (P - b®)b°®
Da die Ebene ein Vektorraum ist und damit durch den Ursprung geht, ist auch der FulRpunkt des Vektors P in der Ebene

2 1 1 2 2 2 1 2 -4
Po="Y | -1]o-2] |« -2 |+, {1][2} -{2 =1,%(-2) {-2}1/9*(-1)[2}1/9{2}
3 |2 2 31 1 2 1 -5

Der Normalenvektor der Ebene ist: 2| Dieser Vektor ist senkrecht zu beiden Richtungsvektoren,
und zum Projektionsvektor P_. Damit liegt P in der Ebene.

Als nachstes soll der Verbindungsvektor des urspriinglichen Vektors mit dem Projektionsvektor untersucht
werden: P — P,

Der Differenzvektor P — P_ liegt senkrecht zur Ebene, das Skalarprodukt mit

2 -4 22/9 22 beiden Richtungsvektoren ist 0, er ist ein Vielfaches des Normalenvektors.
A=y |2 = -11/9] =1 |-11
-3 °l-5 -22/9 ) Der Differenzvektor P — P_ liegt im senkrechten Unterraum der Ebene und

stellt damit den Abstandsvektor dar, wenn die Projektion auf den senkrechten
Unterraum erfolgt.
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7.2. AHine Raume

Einen affinen Raum kann man auch darstellen, indem man einen Vektorraum benutzt und einen Stiitzvektor hinzuaddiert,
der nicht dem Nullvektor entspricht.

- |3 1 2
E: x=|5|+u|2|+Vv |2
2 2 1

Zu jedem Unterraum eines Vektorraumes gibt es einen senkrechten Vektorraum, der mit dem urspriinglichen Unterraum
zusammen den ganzen Raum erfasst. Im Falle einer Ebene ist es eine Gerade, die senkrecht auf der Ebene steht und
im Falle einer Geraden ist es eine Ebene, die senkrecht auf der Geraden steht. Der Richtungsvektor dieser Geraden ist

der Normalenvektor der Ebene. Auch auf diesen senkrechten Unterraum ist eine Projektion mdglich, da auch der alle
Eigenschaften eines Unterraum erfilllt.

Affine Rdume sind Ublicherweise solche Rdume, mit denen man es bei Geraden und Ebenen zu tun hat. Stellt man
die Gleichung so um, dass man den Aufpunkt auf die linke Seite bringt, erhalt man folgende Gleichung:

- (3 1 2
X = |5|=ulp *V 2
2 2 1

und damit wieder einen Vektorraum.

Verschiebt man eine Ebene um — Aufpunkt, dann erhalt man wieder einen Vektorraum.
Der Aufpunkt der urspriinglichen Ebene wird zum Nullpunkt in diesem Vektorraum.

Daraus resultiert, dass man es bei Berechnungen von Abstanden zu einem Punkt P haufig mit dem Vektor P — A zu tun

bekommt, der dann zum Ortsvektor des alten Punktes P wird, wenn der Aufpunkt der Ebene zum Nullpunkt der neuen
Ebenengleichung geworden ist.
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7.3. Abstandsberechnungen bei Ebenen

(Hier wird vorausgesetzt, dass bekannt ist, dass Abstandsberechnungen bei Ebenen nur méglich sind, (iber die
Hessesche Normalform oder die Koordinatenform. Die Koordinatenform ist eine andere Schreibweise der Hesseschen
Normalform. AuBerdem ist mit dem Normalenvektor eindeutig die senkrechte Richtung zur Ebene vorgegeben Deshalb
kann diese senkrechte Richtung direkt benutzt werden und die Berechnung muss nicht liber den FuBpunkt gehen.)

A(0/-3)

Bei einer Ebene wird fiir Abstandsberechnungen der Normalenvektor der Ebene benutzt.

Als erstes ist darauf zu achten, dass der Winkel, der mit dem Skalarprodukt berechnet wird, einen gemeinsamen
Ausgangspunkt der beiden Vektoren voraussetzt. Damit ist der Winkel, der von den beiden einzigen bekannten
Vektoren AP und n eingeschlossen wird, nicht der Winkel, der im Punkt A angesetzt ist, sondern der Vektor AP ist

dazu im Punkt F anzusetzen. Auf Grund von Wechselwinkel an Parallelen ist der gleiche Winkel im Punkt P
vorhanden.

Damit ist die rote Projektionslinie auf den Normalenvektor wieder

FP = AP cos a

Das Skalarprodukt mit dem Normalenvektor fiihrt zu folgender Gleichung
n o AP = |n| |AP| cos a = |n| |FP|

Das Skalarprodukt von AP mit dem Einheitsvektor des Normalenvektors n
liefert unmittelbar den Abstand des Punktes von der Ebene.
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7.4. Projekrion auf den orThogonalen Unterraum der Ebene

Wir projizieren den Verbindungsvektor zwischen Aufpunkt und Punkt
auf den senkrechten Unterraum einer Ebene. Wegen der
Orthogonalitat, die an einen Abstand zu richten ist, erfillt dieser
Raum die Bedingungen des Abstandes. Aber eine allgemeine Ebene
ist kein Vektorraum, sondern nur ein affiner Raum. Das Konstrukt der
Ebene minus des Aufpunktes ist ein Vektorraum,
da dieser zwangslaufig den Nullpunkt enthalt.

Betrachten wir die Ebene und wollen den
Abstand eines Punktes Q zu dieser
Ebene bestimmen.
— — — —
E: x=A+ua+vb affiner Raum
— —)_ — —
x- A=ua+vb Vektorraum

mit n = a x b enthalt man die vollstandige Basis flir den orthogonalen Vektorraum. Der orthogonale Vektorraum einer
Ebene ist die Gerade, deren Richtungsvektor dem Normalenvektor entspricht.
Damit ist

— —  —~ — ¢ Das Produkt innerhalb der duf3eren runden Klammern ist ein Skalarprodukt, und zwar die
[( x=A)en J *n Projektion des Verbindungsvektors von A nach x auf den Normaleneinheitsvektor. Liegt x in
der Ebene ist diese Projektion 0 (damit auch keinen Abstand)
Das Produkt der auReren Klammer mit dem zweiten Normalenvektor ein Produkt einer reellen
Zahl mit einem Vektor. Setzt man fur x gleich Q ein, erhalt man die Projektion auf den
orthogonalen Raum der Ebene.
Der orthogonale Raum der Ebene enthalt nur einen Basisvektor da er eindimensional ist. Der
Basisvektor des orthogonalen Raumes ist der Normalenvektor
Das Produkt innerhalb der aufieren runden Klammer entspricht genau dem Wert, den man bei
Benutzung der Koordinatenform erhalt und stellt die Lange des Abstandes dar.

Multipliziert mit dem Normaleneinheitsvektor ist es der Abstandsvektor des Punktes zur
Ebene.

—

(6_ K) on® Berechnet den Abstand eines Punktes Q von einer Ebene, da es direkt die
Projektion auf den orthogonalen Raum berechnet

Musterbeispiel
Gesucht ist der Abstand des Punktes zu angegebenen Ebene.
- 2 1
E:x=|1|+re|1|+s-|1 Q(-2]-313)
1 1 3

Der orthogonale Unterraum einer Ebene ist eine Gerade mit dem Normalenvektor der Ebene als Richtungsvektor

2 — 1 2
Fir diese Ebeneist n= -5} [n|=+30 und die Normalform der Ebene E: X = [1} °o5/=0
1 1 1
- — -3 -3 2
Q-A =|4 (Q= A)one=-1_|4|,|5|=16 _16330 _ 830
2 V30| 5| |4/ V30 30 15

Benutzung der Koordinatenform AN Stelle der Normalenform

Das ist genau der gleiche Rechenweg, den man beschreitet, wenn man die Koordinatengleichung fiir die Berechnung

des Abstandes benutzt. Der Wert d der Koordinatengleichung ergibt sich direkt aus dem Skalarprodukt des
Aufpunktes mit dem Normalenvektor.

Koordinatengleichung aus der Normalengleichung: 2x, = 5x, + X, =—2
2x, — 5%, + X, + 2
— = Abstand
V30
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7.%. Berechnung des LotfuBpunkres iber den orThoGgonalen UnNTerRrAUM der Ebene

Fir den Abstand kann man die Berechnung auch lber den FuRpunkt starten. )
Bestimme eine Gerade mit dem Punkt Q und dem Normalenvektor der Ebene als Richtungsvektor:

- -

x=Q+tn

Diese Gerade verlauft senkrecht zur Ebene, hat also mit dieser einen
Schnittpunkt und geht durch den Punkt Q. Der Schnittpunkt der
Geraden mit der Ebenen liefert den FulRpunkt des Lotes und der
Differenzvektor dieses FuRpunktes mit Q liefert den Abstandsvektor.
Die Lange des Abstandsvektors ist der gesuchte Abstand.

Der FuBpunkt kann nicht so berechnet werden, wie bei einer Geraden. Bei einer

Geraden x = Q + t a wird der Differenzvektor von Q — A auf den Richtungsvektor
a projiziert, was in der Ebene problemlos geht. Hier erfolgt die Projektion in den
Unterraum der Ebene. dies Mdglichkeiten werden in den folgenden Abschnitten

behandelt.

Musterbeispiel

Gesucht ist der Abstand des Punktes zu angegebenen Ebene.

2 1
tref1i+se|1
1 3

- [-2
Geradengleichung: 9@ X = {-3}+r
3

Q(-2]-313)

2
-5
1

Durchstof3punkt mit Ebene in Parameterform

HRHRIHNERG

1+2t+ s=-2+2r
1+ t+ s=-3-5r
1+ t+3s=3+ r

- (1
E:x=|1
1

2t+ s—-2r =-3
t+ s+or =-4
t+3s— r =2

=—-41/15 ;s=7/5; r=-8/15

t -3
s|=|-4
r 2

Da die Lésung des Gleichungssystems
eindeutig ist, existiert eine Inverse Matrix.
Deshalb kann man die L6sung angeben mit:

Matrizenrechnung
a b -n

2 1 =2
1.1 5
1 3 -1

t 2 1 2)°1(-3
sl=11 1 5 -4
r 1 3 -1 2

Insbesondere geeignet fir Taschenrechner,
die Matrizenrechnung beherrschen, fiir Hand-
rechnung nicht besonders geeignet.

2
Fir diese Ebeneist n= {-5]
1

Durchstof3punkt mit Ebene in Koordinatenform
2(-2+2r)-5(-3-5r+3+r)=-2
4+4r+15+25r+3+r=-2
30r =-16

16 _ =

r= —

3

N
U'llm

Durchsto3punkt

o (2 2 -46/15
x=| 3/ -8 5| = -13
3 1914 37/15

-46/15 -2 -16/15
Abstandsvektor:| -1/3 |- |-3| =| 8/3
37/15 3 -8/15

Betrag des Abstandsvektors

162 +402+8 _ [1920 _ [64:30 . 830
152 = 152 152 15

Der Abstand entspricht dem von 3.1.
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7.6. Projekrion auf eine orThogonale Basis in der Ebene
(kein Schulstoff)

Die Projektion auf die Ebene liefert nicht den Abstand, sondern den
LotfuBpunkt in der Ebene. Der Verbindungsvektor von Lotfulpunkt und
Punkt Q liefert dann den Abstandsvektor. Aber die LotfuRpunkte bendtigt
man auch ohne Berechnung von Abstanden, wenn namlich Punkte an
einer Ebene zu spiegeln sind.

Spiegelungen lassen sich nur ber die LotfuRpunkte
realisieren.
Das Problem ist, wie erzeugt man einen Vektor, der in
der Ebene liegt und senkrecht zum Vektor a ist.
Nach Abschnitt 2.1 sind orthogonale Basisvektoren
Voraussetzung fur die Berechnung.
Fir den 3-dimensionalen Raum Iasst sich dieses
Problem recht einfach ber Vektorprodukte lI6sen:
- - —
n=axb N _
Erzeugt den Normalenvektor, der senkrecht auf den Vektoren a und b steht.

— - — - - — — —
a,=axn =ax(axb) Erzeugt einen Vektor, der senkrecht zu n und senkrecht zu a steht.

Da dieser Vektor senkrecht zu ’steht, muss er in der Ebene liegen, und senkrecht zu'a ist er nach Definition

des Vektorproduktes. Deshalb kénnen ;und?l als senkrechte Basis der Ebene benutzt werden.

P.=((Q-A)-a°)a°+((Q-A)>a,°)a,° ist dann die Projektion eines Vektors auf die Ebene.

Musterbeispiel
Gesucht ist der Abstand des Punktes zu angegebenen Ebene.
E:x=| 1 +rejq ] +s° 1 Q(-2]-3]3) Q-A =4
1 1 3 2
2 1
Fir diese Ebeneist n= |-5| |n|=v30 wund axn=|0| |axn|=5
1 -2

Erste Kontrolle: a x n liegt in der Ebene : fiirr=1 und s = — 1 ist dieser Vektor eine Linearkombination der
Vektoren a und b und damit ein Vektor in der Ebene.

61
3 2 2 3 1 1 2 1 ~ 15 —61
P.=|l4 o1 111+ ]]4alolo 01=—‘§‘1—§0=—%=11—5—20
2] |1 1] 6 2l |2/ ]l2)% 1 -2 > 22
15
Die Faktoren %und % sichern, dass bei beiden Basisvektoren die Einheitsvektoren benutzt werden, da die Briiche
genau das Quadrat der Betrage sind und damit zweimal durch den Betrag geteilt wird.
Inden[ ] steht jeweils ein Skalarproduki.

Der Punkt, der aus Q — A entstanden ist muss jetzt wieder mit dem Vektor A in die Ebene verschoben werden.

G 46
145 1 115 ist der LotfuBpunkt der Projektion auf die Ebene.
R { 1} =173 setzt man die Koordinaten dieses Punktes in die Koordinatengleichung
% 1 37 2x, — 5x, + X, = — 2 ein, sieht man, dass der Punkt auf der Ebene liegt.
15

Was noch bleibt, ist der Nachweis, dass der Verbindungsvektor von F mit Q die Richtung des Normalenvektor hat
und das der Betrag dieses Verbindungsvektors der Abstand des Punktes zur Ebene ist.

16

15
2 2
Der Differenzvektor Q — F betragt: | — % = % {_5} der Vektor {.5} ist Normalenvektor, damit ist der Verbindungs-
1 1
8

-

5
vektor in Richtung des Normalenvektors, also senkrecht zur Ebene.

Die Lange des Vektors betragt % V30 und stimmt damit mit dem Abstand des vorherigen Abschnitts {iberein.
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7.7. Zerlegen des Verbindungsvektors Q — A in die Basis a , AL und N

Gesucht ist der Abstand des Punktes zu angegebenen Ebene. : Q
- 1 2 1
E:x=|q1|+re 1| +s* 1 Q(-21-313)
1 1 3
- -
Q- A

-3

4

2
2

Fur diese Ebeneist n= |-5| |n|=+30
1

1

und al= axn=[0 laxn|=15

Zerlegen des Vektors Q — A heift: Q — A in der neuen Basis darzustellen. Die zugehérigeﬁ Komponenten
lassen sich lber ein Gleichungssystem berechnen.

al n Q-A

a

2 1 2 -3

tj1 |+q|0|+s|-5|=|-4

1 -2 1 2
t=-4/3;q9=-7/5; s=8/15 >
Abstandsvektor ist der Anteil des Vektors n an der Zerlegung :  8/15|-5

identischer Abstandsvektor zur vorhergehenden Seite 1

LotfuBpunkt setzt sich aus der Linearkombination der beiden Vektoren a und al zusammen :

1 2 1 -46/15
F=[1|-4/3/1| -7/5|0| =] -1/3
1 1 -2 37/15
2 -46/15 16/15 2 . ) .
Q-F= 3 -| -1/3 =| -8/3|= g/15/-5 Das ist der Abstandsvektor, damit handelt es sich
3 37/15 8/15 1 auch tatsachlich um den LotfuBpunkt
Matrizenschreibweise fiir Zerlegung
1722 0 0 |[—a =) [| | | | 1722 0 0 a2 acal aon ao(Q-A)
0 1alz 0 ||-al-| |a aln QA =g qal o |alea al* alon alo(QA)
0 o mJl-n )l | | | 0 0 1nz)| noa noal n*  no(QA)
(1) (2) (3) (4)

In der Matrix (4) entstehen die einzelnen Element der Matrix als Skalarprodukt einer Zeile der Matrix (1) mit einer Spalte
der Matrix (2). Die drei Vektoren a, a- und n sind aber paarweise senkrecht, so daR Skalarprodukte verschiedener

Vektoren 0 ergeben und die ersten drei Spalte von (4) eigentlich eine Diagonalmatrix sind.
a? 0 0 a o (Q-A)
0 al» 0 alo(QA)
0 0 nz2 no (Q-A)
Die verbleibenden Diagonalelemente sind reelle Zahlen, so daf zeilenweise durch diese Elemente dividiert werden
kann. Das erreicht man aber auch durch Multiplikation mit der Matrix (1). Da Ergebnis ist dann:

1 0 0 (QA),

0 1 0 (QA),.

0 0 1 (QA),
Die Werte der rechten Spalte sind die Anteile des Vektors Q — A in die Richtungen der drei Einheitsvektoren
der neuen Basis und damit die gesuchten Werte t, q und s. Das alles ohne Ldsen eines Gleichungssystems,
nur durch Matrizenmultiplikation. DaB in der Matrix (1) jeweils die Quadrate der Langen stehen sichert, daf}
sowohl fir die Matrix (2) wie auch fur die Matrix (3) Einheitsvektoren der Basis gesichert sind.
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a2 0 0 -a- I
0 1/al? 0 —a- aln QA
0o 0 12 (=N = 1
176 0 O 2 1 1 1 2 -3
0 15 0 1 0 -2 0 -5 -4
0 0 1/30] |2 -5 1 2 1 2
_J
% 0 0 ) 6 0 -8
0 15 0 0 5 7
0 0 1/30 0 0 16
_/
1. 0 0 -11/3
0 1 0 -125
0o 0 1 8/15

Matrizenschreibweise fiir FuRpunktberechnung
Eine analoge Berechnung kann man durchfiihren, wenn man nur den LotfuRpunkt berechnen will.

1/a?
0

Die Berechnung setzt voraus, dal die drei Basisvektoren senkrecht aufeinander stehen.

1/al2

—al_

o 2874 o
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7.8. Projekrion auf eine NichT orThogonale Basis in der Ebene
(kein Schulstoff)

Sind die Vektoren in der Ebene nicht orthogonal, dann kann nicht mit dem
Skalarprodukt gearbeitet werden. Jede linear unabhangige Menge von 3
Vektoren kann als Basis des R® benutzt werden. Damit bilden die Vektoren a ,
b und n eine Basis des R®. Die Komponentendarstellung eines Vektors
bezuglich dieser Basis ist die LOsung eines Gleichungssystems.

Musterbeispiel
Gesucht ist der Abstand des Punktes zu angegebenen Ebene.
— (1 2 1 - - -3
E:x=|q|+re| 1| +s°|1 Q(-21-313) Q- A =4
1 1 3 2

2
Fir diese Ebeneist n= {-5]
1

Ermittle die Komponenten des Vektors 6— K) bezlglich dieser neuen Basis:

2 1 2 -3 -4 7 -8
rei1 +S'1 +kc_5 =|-4 r——% S—g k—%
1 3 1 2

Die Loésungen fiir r und s bilden die Faktoren fiir die Darstellung des Vektors in der Ebene und fiihren damit direkt
zum FuBpunkt des Lotes vom Punkt Q

46
T 15
FuBpunkt auf der Ebene: x=| 1 |- 15 ‘11t 5 11 =173 Es ergibt sich der gleiche Fulipunkt wie unter 3.2
1 1 3 37
15

Der dritte Wert k = % liefert die Komponente des Vektors 6— X in Richtung des Normalenvektors n .

8
Der Normalenvektor besitzt eine feste Lange. Von dieser Ladnge werden 15 gebraucht, um in der dritten Komponente

den 6_ K Vektor darzustellen. Dies dritte Komponente geht aber genau in die Richtung des senkrechten
Abstandes des Punktes Q von der Ebene E. Damit ergibt sich die 35 multipliziert mit der Léange des Vektors als

Abstand des Punktes Q von der Ebene E.

Bestand des Punktes Q von der Ebene ergibt sich damit als %\/30, da V30 die Lénge des Vektors n ist.

Berechnung des Abstandes von Q zum LotfuRpunkt (zur Ebene

Betrachtet man das gesamte Gebilde Ebene , Richtungsvektoren und Q, so kann man das gesamte Gebilde
verschieben, ohne, dass sich an den Werten etwas andert. Diese Werte bestimmt man ,relativ‘ zur Ebene. Man
arbeitet in einem neuen Koordinatensystem, bei dem der Punkt A der Nullpunkt ist und a, b und n die
Koordinatenachsen. In diesem Koordinatensystem ist der Abstand von Q zur Ebene immer konstant.

Berechnung des LotfuRpunktes

Die Koordinaten des LotfuRpunktes liegen im &ulieren Koordinatensystem, das von den Achsen x, , x, und x,
bestimmt wird. Diese Koordinaten dndern sich, wenn man das ganze Gebilde verschiebt. Deshalb bendétigt man

einen festen Punkt in dem Gebilde, hier A, von dem aus man den anderen Punkt berechnen kann.
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7.9. Abstandsberechnung bei Geraden

Die Projektionseigenschaft des Skalarproduktes fiir die Berechnung des Abstandes eines Punktes benutzen.
Das Beispiel ist zur besseren Veranschaulichung im R? gehalten, die Berechnung lauft im R® genau so, nur mit 3

Komponenten statt 2.

PEI2)

A(0/-3)/
Y
- -
-=" i
Aufgabenstellung: 0 8
Gegeben ist eine Gerade g (griin gezeichnet) mit der Gleichung X = 3 + t 2

und ein Punkt P(3/2)

Gesucht ist der Abstand des Punktes P von der Geraden.

(Hier wird vorausgesetzt, dass bekannt ist, dass Abstandsberechnungen bei Geraden nur méglich sind, wenn man
den FuBpunktes des Lotes kennt, weil anders die jeweils senkrechte Richtung im R® nicht zu bestimmen ist. Alle
Abstandsberechnungen bei Geraden laufen darauf hinaus, diesen FuBBpunkt F zu bestimmen. Das kann man sich

sehr schnell klar machen)

Fasst man zusammen, was als Daten vorhanden ist, stellt man fest:
Einen Aufpunkt der Geraden
Einen Punkt der nicht auf der Geraden liegt . I
Einen Richtungsvektor der Geraden. mehr nicht !

Damit stellt sich die Frage, wie lang ist die rote Strecke, um von A zum Punkt F zu kommen ?

Dazu betrachtet man das rechtwinklige Dreieck, dass aus den Seiten AP, AF und PF gebildet wird.
AP ist in diesem Dreieck die Hypotenuse. Also gilt nach Definition des cos in diesem Dreieck:

AP

r

cos a = AP

Dabei ist AP, die gesuchte Strecke APr = AP cos a

AP ist kein Vektor, sondern nur eine reelle Zahl, eine Lange.
AP ist die Projektion (der Schatten) des Vektors AP auf den Vektor r.

AP ist bekannt, aber wo bekommt man den cos a her ?
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Jetzt kommt die Vektorrechnung ins Spiel. Den cos eines Winkels bekommt man aus dem Skalarprodukt
zweier Vektoren.
aob=]|al]|b|]cosa
In diesem Fall stehen nur die Vektoren AP und r zur Verfiigung, andere gibt es nicht !
Der Richtungsvektor r liegt genau auf der Geraden, auf der auch die gesuchte Strecke AP _liegt.

Der interessierende Winkel ist genau der Winkel, der zwischen diesen beiden Vektoren liegt.
Damit ergibt sich fir diesen Fall:

ro AP =|r| |AP| cos a =|r| AP,
In diesem Ausdruck tritt der komplette Ausdruck fir den Abstand auf. Man kdnnte also zur Berechnung des
Abstandes AP, das Skalarprodukt nehmen, ware da nicht die stérende Grofle |r] .

Wie bekommt man die weg ?
Da es sich um ein Produkt handelt, also mit etwas was |r| = 1 erzeugt.
Das ist aber genau dann erfillt, wenn r selbst ein Einheitsvektor ist.

Das Skalarprodukt von AP mit dem Einheitsvektor des
Richtungsvektors r liefert unmittelbar den Abstand des
FuBpunktes von Aufpunkt der Geraden.

Der Abstand ist dann die Lange des Vektors PF.

In diesem Beispiel:
8

68
3 =L 3 8 |- 34 - 217 =
MO , WMOH V68 217 V17

Sieht man sich in der Zeichnung die rote Strecke an, so ist diese Hypotenuse in einem Dreieck, dass 4
Einheiten breit ist und eine Einheit hoch, so dass {iber den Pythagoras eine Lange von V17 entsteht. Das ist
der Abstand des Aufpunktes vom FuRpunkt.

Wie kommt man jetzt zu den Koordinaten des FuRBpunktes. Der berechnete Abstand entspricht natirlich einem t-Wert in
der Geradengleichung, der zu den Koordinaten des FuRBpunktes fiihren soll. Wenn man diesen Wert als t in die
Geradengleichung einsetzt, sieht man sehr schnell, dass man iber den FuRpunkt hinaus kommt. Auch hier ist die
Ursache, dass der Richtungsvektor "zu lang" ist und die berechnete Lange vervielfacht. Diese Berechnung funktioniert
ebenfalls nur, wenn der Richtungsvektor keine weiteren Langeneinheiten mitbringt, um die berechnete Lange nicht
noch einmal zu verlangern, also die Lange 1 hat, also ebenfalls Einheitsvektor ist.

Der Betrag des Richtungsvektors { g} ist V68 = V4 « 17 = 2V17

Deshalb muss die Geradengleichung so aussehen:
1 8 _ [4
3 +\17 2017 [2} = [2}

%/—/

Richtungsvektor mit
berechneter  der Lange 1 da durch
Abstand den Betrag des
Richtungsvektors dividiert wird.

Die Koordinaten dieses FuBpunktes sind aus der Zeichnung deutlich zu erkennen.
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7.10.

LotfuBpunkr iber orThoGgonalen UnterrauM der Geraden

(tiblicher Rechenweg in der Schule)

Der fundamentale Unterschied zur Geraden in der Ebene besteht P
darin dass die senkrechte Richtung nicht bekannt ist, da zu einer

Geraden im Raum unendlich viele senkrechte Richtungen

existieren. Von diesen ist genau die eine auszusuchen, die zum

Punkt P fiihrt. Aus diesem Grund geht ohne Bestimmung des Gerade X.
LotfuRpunktes bei Geraden gar nichts ! -

Hier wendet man einen Trick an:

A a #

n
Alle mdglichen senkrechten Richtungen zur Geraden g liegen in einer

Ebene, namlich in der Ebenen fir die der Richtungsvektor der m
Geraden der Normalenvektor ist ! S
Eine Ebene, die senkrecht zur Geraden ist. 3

Aulerdem soll diese Ebene durch den Punkt P verlaufen.

Teil 1:

Teil 2:

Teil 3:

Bestimme die Ebenengleichung (x—P)oa=0

Bestimme den FuBpunkt
Berechne den Durchstol3punkt der Geraden durch diese Ebene. Das ist der FulRpunkt des Lotes.

Bestimme den Abstandsvektor
Uber diesen Fulpunkt und P ist der Abstandsvektor zu bestimmen.

(Analog zur Ebene lasst sich der FuBpunkt auch lber die Projektion des Verbindungsvektors P — A
auf den Einheitsvektor des Richtungsvektors der Geraden berechnen.)

— [ 1 2
Musterbeispiel 9-*~ 3 *s - P(5/-1/2)

Ebenengleichung: x —|=11lol=1] =0

2 1

Zur Berechnung des Durchsto3punktes ist flir den Vektor x in der Ebenengleichung die Geraden-
gleichung einzusetzen.

1+2s -5 2
3—8+115/1=2+45-10-(3-s+1)+s-2 =10

0+s-2 1 “14+65=0

L 2 |[173
FuRpunktberechnung: g:x_= | 3|+7/3 |-1 =|2/3 LotfuBpunkt

2/3
Abstandsvektor X_— P: [5/3

Betrag des Abstandsvektors ist der Abstand: d = 1/3V22+ 52+ 12 = |\30/3 = 1,8257

0 1 7/3

173
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7.11. LotfuBpunkr iber Projektion auf den UnNTerrauM der Geraden

(kein Schulstoff aber niitzlich)
Bei dieser Berechnung wird eine andere Eigenschaft der Projektion

benutzt. Wir projizieren den Verbindungsvektor zwischen Aufpunkt und o’
Punkt auf den Unterraum der Geraden selbst. Bildet man den iy
Differenzvektor des urspriinglichen Vektors mit seinem Projektionsvektor, T <
dann ist die Richtung dieses Vektors orthogonal zum Unterraum und die 1
Lange des Vektors entspricht dem Abstand des Punktes vom Unterraum. 9,
Wie im Fall einer Ebene liefert die Projektion auf den | "40
o

Unterraum der Geraden genauso den LotfulRpunkt, wie bei
einer Ebene und der Abstand ist die Differenz von
LotfuRpunkt und Q.

. — — d

g x= A+tr affiner Raum
- — —
x—A =tr Vektorraum

Die Subtraktion des Vektors A macht aus dem affinen Raum wieder einen
Vektorraum.

F; = [( Q- 7() o F] ‘r Berechnet die Projektion eines Punktes Q auf eine Gerade.

Projektion des Differenzvektors Q - A auf den Vektorraum der Geraden.

- o a_ m.o]. o Berechnet die Projektion des Punktes Q auf den
Pa=(Q-A) _[( Q- A) r] " orthogonalen Raum.

Subtraktion des Projektionsvektors von Ausgangsvektor ist der Abstandsvektor des Punktes von der Geraden, da
dieser Vektor im orthogonalen Unterraum der Geraden liegt.
Der Betrag dieses Vektors ist der Abstand des Punktes von der Geraden.

Musterbeispiel
- 1 2 o 5] [1 4 R 2
g:x=|3|+s|-1 Q(B/-1/2) Q- A= 1=/ 3|=|4 Ir|=6 RGN T
0 1 2/ o) |2 V6 | 1
P, = [(Q_ ) o r°j el rertoa-a) = Ir1|2 cr e .(Q- A) 'rLr\ﬁ l(\;/l_?glzenmultlpllkanon

(1) 2)
Berechnung uber die vordere Formel (1)

4 2 2 2 2 2 14/3
P, = .401 -1 .1—_1 _14 1 _1=164._1=%._1= -7/3
2] 6 |1 \6 | 1 V6 V6|1 1 1 7/3
Berechnung uber die vordere Formel (2)
1 2 21T (4 14/3
Pe= 11 ¢4 =73
6 1] |1 2 7/3

PQ ist der Projektionsvektor des Vektors Q — A auf die Gerade.
Addiert diesen Vektor zum Aufpunkt, erhalt man den Lotful3punkt.
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1 14/3 1713
Xe= 13 |% | 13 1=|] 23 LotfuBBpunkt
ol |73 7/3 P
Subtrahiert man diesen Vektor von Q — A, erhalt man den Abstandsvektor:
- - - 4 14/3 -2/3 Der Betrag dieses Vektors ist der Abstand des Punktes Q
(Q-A) - P, = -4 - -7/3|=|-5/3
2 7/3 -1/3
[(Q-A) - P,|= @ =1,8257 Abstand Q von der Geraden

7.12. Minimum der Abstandsfunkrion iber Differenzialrechnung

Fir jeden Punkt auf der Geraden kann man den Abstand 4
zum Punkt P berechnen. In der Vektorrechnung bestimmt N .
man diesen Abstand Uber den Betrag des Differenzvektor.

Fir den Geradenpunkt setzt man die Geradengleichung in X
Abhéangigkeit von t ein.

% d(px,) = min d(p;x)

.

Abstand ist der Betrag des Differenzvektors:
S d(p3x,)

Abstand zwischen Punkt P und einem Geradenpunkt: X, ¢ Y
N . - - : dlpx,) o
dPx) = A/(p, = @+ tr)? + (p,— (@,+ tr)) + (p, — (@, tr,)
o ) g dpix,)
Der Abstand zweier Objekte ist immer der klrzeste Abstand.
Der Abstand ist hier eine Funktion von t. Fir Funktionen erhalt
man das Minimum einer Funktion Uber die erste Ableitung.
Musterbeispiel
— (1 2 — 1+2s
g:X=| g3 *s|_4 P(5/-1/2) Ein beliebiger Geradenpunkt: X(s) = 3—1s
1
0 1 als Funktion des Parameter s. S
- — 5 1+2s 4 2
P—x(8)=|1|—|3-1s| =|-4 | *+5|1
2 1s 2 1

1. Losungsweg
Abstandsformel fiir diese Gerade:

\/ (5— (1+2s))2 + (-1 —(3—1s))2 + (2-1s)>  umgerechnet \/ (4-2s)? + (—4+s)? + (2—s)?

Der klirzeste Abstand wir dort erreicht, wo die Funktion von s ihr Extremum hat.
Damit 1. Ableitung bilden:

Diese Ableitung ist 0 zu setzen, was bedeutet, man braucht nur den Zahler zu betrachten:

—2(4-25) 2 + 2 (- 4+s) — 2 (2-5)

fi(s) =

2 \[(4-2s) + (4+s) + (2-s)
16+ 85— 8 +25 — 4+25 = 0

-28+12s=0
s= % (Dieser Wert entspricht dem von Abschnitt 4.3)

Setzt man s in die Geradengleichung ein, erhalt man den LotfulRpunkt.

Fir die normale Berechnung des Abstandes einer Geraden zu einem Punkt spielt dieser Weg kaum eine Rolle, aber
fiir die Berechnung des Abstandes zweier sich bewegenter Objekte ist es eine Mdglichkeit den kiirzesten Abstand

in Abhangigkeit von der Zeit zu bestimmen.

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter


http://www.treff-lernen.de/

Abstédnde und Unterrdume Seite 59

2. Losungsweq P— ?(s) = -i +s %
2 1

Die oben erstellt Formel der Differenz zwischen P und der Geraden ist mathematisch zunachst eine Gerade. Wenn es

auch schwierig ist, diese Gerade geometrisch mit dem dem Abstand und der Geraden in Verbindung zu bringen, so ist

doch folgendes klar: Fir jedes s liefert die Gerade einen Vektor, der den Abstand des zu diesem s gehérenden Geraden-

punktes und dem Punkt P darstellt. Damit ist die Lange dieses Vektors der Abstand von P und g zum Zeitpunkt s.

Der kurzeste Abstand wird erreicht beim Abstand dieser Geraden zum Ursprung. Ist der Abstand zum Ursprung
0, heifdt das, x(s) ist in diesem Fall genau P. Fir zwei bewegt Objekte bedeutet das, sie sind zum gleichen

Zeitpunkt s am gleichen Ort ! (Peng).
Gesucht ist der Abstand dieser Geraden zum Koordinatenursprung:
— 4 2 senkrechte Ebene durch Koordinatenursprung:
a(s)=|-4|*ts|1 _
5 1 2X, =X, + X, =0

Einsetzen der Geradengleichung in die Ebenengleichung

2(4+2s) — (-4 —s) + (2+s) = 0 4 2] (23
8+4s +4+s +2+s=0 a(-73)=|4 =78 |14|=| 53
14 + 6s =0 2 1 -1/3
s=-7/3
-17/3
Abstandsvektor a (-7/3) - P: '?g

Der Abstandsvektor ist der gleiche, wie in Kapitel 7.11 .
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7.1%. Projekrion auf den orthogonalen UnTerrAUM der Geraden

(kein Schulstoff)

Wir projizieren den Verbindungsvektor zwischen Aufpunkt und Punkt auf den senkrechten Unterraum der Geraden
der in Richtung des senkrechten Abstandes verlduft. Damit erreicht man wie bei der Ebene die Projektion direkt auf
den orthogonalen Unterraum in Richtung des Abstandes.

Der senkrechte Unterraum einer Graden ist 2-dimensonal. Damit entsteht das gleiche Problem, wie bei der Projektion
in eine Ebene in Kapitel 3.2.: Man braucht fiir diesen Unterraum eine orthogonale Basis. Beide Basisvektoren missen
aulRerdem senkrecht zum Richtungsvektor der Geraden sein, da es der orthogonale Unterraum der Geraden sein soll.

Ebene E1: Ebene von g und Q

Eine Gerade und ein Punkt liegen immer in einer Ebene, diese Ebene Iasst sich eindeutig bestimmen.

« Der Normalenvektor der Ebene E, : n, , entsteht aus dem Vektorprodukt von rund Q — A.
 Damit steht n, senkrecht auf r und auf Q — A.
- Die Gerade g und der Verbindungsvektor Q — A liegen in der Ebene E,.
- n,, entsteht aus dem Vektorprodukt von r und n,.
« Damit steht n, senkrecht auf r und auf n, und liegt

deshalb in der Ebene E,

Ebene Eg: orthogonale Ebene zu g durch Q

Aus einer Geraden und einem Punkt I&sst sich
immer eine Ebene konstruieren, die durch den
Punkt verlauft und senkrecht zur Geraden liegt.
Der Normalenvektor der Ebene ist der
Richtungsvektor der Geraden.

« n, und n, sind zueinander orthogonal und
orthogonal zu r und damit orthogonale
Basisvektoren der Ebene E,, die senkrecht zur
Geraden g liegt.

- n, ist die Richtung des Abstandsvektors von Q
zu g, da er senkrecht zu g ist und in der Ebene 1)
E,von g und Q liegt.

- Die Projektion von Q — A auf n,? liefert den
Abstand von Q zu g.

Musterbeispiel
X = S s o o [a) (2] [
g X= 3 +S 1 Q(S/—1/2) n1=(Q—A)XI' =_4 X—1 - 0 gek[]rzt
0 1 2) 1) 12
- > — —1 2 2 _ —>° 1 2
8—7& _51 - :13 = j‘- n2=n1xr=g X -1 —{?} |n2|—\/@ n2=% ?
2 0 2 1
e R T AT S 30
[Pol=(Q-A) = n® =—— g|| 5| = (-10) =| - Abstand Q von der Geraden
V30 | o | 1 \30 3

Zur Bestimmung des Abstandsvektors ist dieser Abstand mit n.° zu multiplizieren.
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7.14. Bestimmung eines seNkrechTen VerbindungsvekTors

Der Aufpunkt aller Verbindungsgeraden ist P und der Richtungsvektor
entsteht aus der Differenz zu einem Geradenpunkt. Ist dieser
Verbindungsvektor senkrecht zum Richtungsvektor der Geraden g,
dann ist der kirzeste Abstand zu P erreicht.

Wann zwei Vektoren senkrecht sind priift man Uber das Skalarprodukt
nach. In diesem Fall muss das Skalarprodukt gleich Null sein.

Musterbeispiel

— [ 1 2
g:X=|g3/+s|_4 P(5/-112)
1

0
Gerade zwischen P und einem beliebigen Geradenpunkt
P—- X
¢
' — 5 5 - (1+23) 5 1 2 — — — —
9 ix= 4]t 3-1s) | = (1+t)] 1] - | 3| -5 |1 x=(1+)P—(A+sr)
2 (2—-1s) 2 0 1

Dieser Richtungsvektor muss senkrecht zum Richtungsvektor der Geraden g sein:

—_ — — —
5 - (1+2s) 2 -0 4-2s o 2 -0 (P-A-sr))r=0
—1-(3-1s) |© |-1] * = | —4+s |© -1 N
(2-1s) 1 2-s ) 1 (P-A)or —sror =0
— —> —>
2(4-2s) — (-4+s) + (2-8) =0 7 _(P=A)or
8-4s+4-s+2-5 =0 s=3 s= r2
14-6s=0
— —> —>
Firs = % soll der Richtungsvektor der Geraden senkrecht zum Y: B’_ K’ +tPp +(P _AZ) or r
Richtungsvektor der Ausgangsgeraden sein. r
4-2s _2/3 Fir ein Skalarprodukt, das 2 N 15 > — —
4+s | =|-53 0 sein soll, kann man = |5 x=(E+zrer)(P-A) +tP
s —1/3 den Vektor mit 3 und (-1) 1

multiplizieren.

2 2
Das Skalarprodukt von {5 } mit | —1 |liefert tatsachlich den Wert 0.
1 1
-2/3
—5/3| istder Lotvektor von P auf die Gerade.
-1/3

Der Betrag dieses Lotvektors ist @ Abstand P von der Geraden
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7.1%. Abstandsberechnung im UNTeRrRAUM vON Gerade und Punkr

(fiir diejenigen, die das Vektorprodukt kennen)

Ein Punkt und eine Gerade liegen immer in einer Ebene.

* Der Normalenvektor dieser Ebene ist senkrecht zum
Richtungsvektor der Geraden

* Das Vektorprodukt des Normalenvektors mit dem
Richtungsvektor der Geraden

* liefert einen Vektor in der Ebene und senkrecht zum
Richtungsvektor der Geraden.

» Damit ist es genau die Richtung des Abstandsvektors
von P zur Geraden.

Gerade
Musterbeispiel
= [1 2
g:X= 3| *s | 4 Q((5/-1/2)
0 1 o
5 1 4
Zweiter Richtungsvektor der Ebene aus Aufpunkt und PunktQ: [-1| —| 3 | = |-4
0 2
2
benutzter Richtungsvektor: -2
1
Ebene, in der Punkt und Gerade liegen: Normalenvektor dieser Ebene:
— [ 1 2 2 2 2 1
E:x= 3| *s _1+t _2} _n)= _q|X|-2/= |0
0 1 1 1 1 2
Vektorprodukt zwischen Normalenvektor und Richtungsvektor der Geraden:
d= q1xlol=15 Dieser Vektor muss nattrlich_nicht identisch sein, mit dem zweiten
) 2 1 Richtungsvektor, da die Richtungsvektoren nicht senkrecht sind.

7.14.1. Schnitrpunkr mit senkrechte Gerade zu g

Damit ist es mdglich, die Gerade zu finden, die durch Q geht und senkrecht auf g auftrifft:

5 2
hix= {_1 } +t]5 Der Schnittpunkt der beiden Geraden liefert den FuBpunkt des Lotes.

Gleichungssystem:

1+2s= 5+2t 2s -2t= 4 Lésung:
3- s=-1+5t - s -5t=-+4 t=1/3; s=7/3
s= 2+ t s — t=2

F

N 5
FuBpunkt: h:x =1-1

2 17/3
+% |5 =|| 23 | | LotfuBpunkt
1 7/3

Der FuBpunkt entspricht genau dem, der auch beim 1. Lésungsweg berechnet wurde.
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7.14.2. Projekrion Verbindungsvekror auf Abstandsvekror d

Der Vektor d liegt in der Ebene von g und Q und steht senkrecht auf g. Damit ist es die Richtung des senkrechten
Abstandes. Das Skalarprodukt von (Q-A) auf den Abstandsvektor d° liefert den Abstand es Punktes zur Geraden:

Es ist damit nicht notwendig, den FuBpunkt explizit zu berechnen. Es reicht, wenn man den Verbindungsvektor
Q - A auf den Einheitsvektor von d projiziert.

4
Q-A= |-4
2 1 1
) (Q—A)“dO:% (8—20’“2):—%10: -%30 | Abstand P von der Geraden
1
=L |5
V30 | 1

7.14.3. Zerlegen des Verbindungsvektors Q — A in die Basis R, N, R X N

Die drei Vektoren r, n, r x n sind linear unabhangig und sogar noch paarweise senkrecht.

N 5 1 4 2 1 2
Q-A=|1-/3|=|-4 r= |-1| n= |0 nxr= 1|5
2/ 1o 2 1 2 1

Der Verbindungsvektor Q — A liegt in der Ebene, die von Q und der Geraden g aufgespannt wird.
Zerlegen des Verbindungsvektors Q — A indie Basisr,n und nxr

r n nxr Q-A

2 1 2 4
t|-1+q|0/+s | 5|= |4 e

1 -2 1 2

Lésung des Gleichungssystems:
t=2% ;9=0;s=-%

Von dem Vektor n x r wird die Lange von %5

gebraucht um in dieser Basis den Vektor Q — A
darzustellen.

Der Betrag des Vektors n xr betragt v30.
Damit betragt der Abstand zur Geraden

14730 Abstand Q von der Geraden

Da der Verbindungsvektor Q — A in der Ebene von r und r x n liegt, ist die Komponente in Richtung n auch 0.
Einen Richtungsanteil ,aus der Ebene heraus® gibt es nicht.

Der Anteil in Richtung des Richtungsvektors r betragt 2 75 =7/,

= (1 712 17/3
g:x=|g|* 3 |-1] T || 283 | | LotfuBpunkt
0 1 7/3

Uber diesen Rechenweg bekommt man den Abstand und den LotfuBpunkt direkt.
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7.17.4. Verwendung einer ProjektionsmaTrix

Abstand eines Punktes P von einer Geraden: X=A+tr
Zunachst Berechnung des Fulpunktes Uber das Lot | : F=P+I
FuBpunkt ist auch Geradenpunkt ( rist senkrecht zu | ) Axtr =P+l lor
Aor+tror=Por
t=(P=A)or
r2
tin die Geradengleichung einsetzen liefert den LotfuRpunkt, A+tr=F= P+|

der aber auch auch Uber den Punkt P und den Lotvektor erreicht wird.

A—P + (P;;\)Lr

Umstellen der Gleichung nach dem Lotvektor:

Damit muR der LotfuBpunkt nicht explizit berechnet werden.
Der Lotvektor ist der senkrechte Verbindungsvektor vom Punkt P auf die Gerade g.

= A-P+ P—r/j or ¢

Da auf dem Bruchstrich der Vektor P — A verwendet wird, wir der davor stehende Vektor auch auf P — A umgeschrieben:
r
= _ (P-A)+ % ((P-A),r, + (P-A), 1, + (P-A),r, )« | T

2

f3

1

(P-A), (r) (or)  (r) | [ (P-A),

=~ [PA, |+ 5 ) 0 )| | (PA),
(P-A), (rry)  (r) () | [ (P-A),
I=[l(r-rT)— E} PA) E ist die Einheitsmatrix
r2
Musterbeispiel
— (1 2 4
g:x=[3}+8{_1} P(5/-11/2) (P—A)=-4} r=6
0 1 2
B 2 I e D N N S (A T (L | R S
(rer )‘[‘11] . =) @ )l |2 1 -
(rr) ) @F (2 -1
(r) (rr)  (rr) 203 -1/3 1/3
Ller) ©F (r)|=|- 13 16 -16
"l r) () 13 -1/6  1/6

13 <13 13
L(rermy-E = -13 -56 -1
r 13 -1/6  -5/6

2/3
I =[% (rerm)— Ej (P-A)= |53 Abstandsvektor
1/3

s. Abstandsvektor in Kapitel 7.10.
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7.16. Abstand bewegter Objekre
(in der Schule nicht behandelt, aber im Abitur gebraucht)

Seite 65

Was ist darunter zu verstehen. In einer Abituraufgabe ging es um die Flugbahn von zwei Flugzeugen, und den
kiirzesten Abstand der beiden Bahnen. Das ist die normale Abstandsberechnung, wie sie im ersten Teil durch-
geflihrt wird. Auerdem sollte berechnet werden, zu welcher Zeit die beiden Flugzeuge den kiirzesten Abstand
haben. Dieser kirzeste Abstand ist von der Wahl der beiden Geradenparameter und der Lange der beiden
Richtungsvektoren abhangig. Denn, wenn auch die Bahn einen kirzesten Abstand hat, heif3t das nicht, dass die
beiden Flugzeuge zur gleichen Zeit dort sind. Gefragt ist also der Zeitpunkt der kiirzesten Entfernung.

Die Aufgabe soll hier auch erst einmal ganz allgemein angegangen werden.

Es gibt zwei Geradengleichungen:
—_ — — - — —

g,:x= P, +ta, 9,:x= P, +ka,
1) Es muss bei dieser Rechnung davon ausgegangen werden, dass das erste Flugzeug in einer Zeiteinheit die Lange

des Vektors a, zurlicklegt und das zweite Flugzeug die Lange des Vektors a,. Diese beiden Vektoren sind damit

nicht auf einen Einheitsvektor zu bringen. Damit werden im Prinzip unterschiedliche Geschwindigkeiten
gekennzeichnet.

2) Bei beiden Flugzeugen muss man davon ausgehen, dass sie zum Zeitpunkt 0 jeweils am Ort ihrer Aufpunkte

waren, sonst mussten konkrete Punkte zum Zeitpunkt 0 angegeben werden und die Geradengleichung auf die
neuen Startpunkte als Aufpunkte umgeschrieben werden.

Im Gegensatz zu sonstigen Schnittpunktberechnungen sind hier die beiden Parameter t und k gleich zu setzen, weil
fur beide Flugzeuge die gleiche Zeit vom Start vergangen ist.

4) Der Abstand zu einem beliebigen Zeitpunkt t; I&sst sich berechnen aus der Formel: g,(t;) — g,(t,). Der Betrag des
Abstandes soll hier mal weggelassen werden und ein eventuelles negatives Vorzeichen akzeptiert sein.

7.16.1. Berechnung iber Differenzialrechnung
Der Abstandsvektor zwischen zwei Geradenpunkten zu gleichen Zeitpunkt t :
— — — —
P,+ta, —(P,+ta)
Von diesem Abstandsvektor ist der Betrag zu bestimmen:

\/[P1—P2+t(a1 —az)j2

Unter der Wurzel handelt es sich um ein Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst, deshalb heben sich Quadrat
und Wurzel nicht auf. In Komponentenschreibweise wiirde das folgendermaflen aussehen:

\/ [P1x - P2x +t (a1x - a2x)j 2+ ﬁjw - P2y +t (a1y - aZy)J 2+ Fh - P2z +t (a1z - aZZ)J z

Diese Formel ist nichts anderes, als die Summe der Quadrate der Komponenten des Abstandsvektors.
Nah der Binomische Formel ergibt sich folgender quadratischer Ausdruck in t :

—  — — —_ — — — —
(P,—P,)?+2t(P,—-P)o(a, —a,) +t*(a, —a,)?
t ist die gesuchte Variable und die Koeffizienten davor sind jeweils Skalarprodukte aus zwei Vektoren.
Da Skalarprodukte immer reelle Zahlen liefern ist der Ausdruck unter der Wurzel eine quadratische Funktion in t.

Von diesem Abstand zweier Punkte auf den Geraden zur jeweils gleichen Zeit ist der kiirzeste zu bestimmen.
Der Abstand ist eine Funktion des Parameters t.

=> Differenzialrechung => 1. Ableitung => Minium
Eine Mdglichkeit ist, die Funktion in den GTR einzugeben und das Minimum ausrechnen zu lassen.

7.16.2. Berechnung iber Skalarprodukr

Wie sieht es aus, wenn man das von Hand rechnen wirde.

Die Ableitung unterliegt der Kettenregel, wobei der Ausdruck unter der Wurzel als innere Ableitung zu bericksichtigen
ist. Bei der Ableitung der Wurzel kommt der gesamte Wurzelausdruck in den Nenner und hat damit auf das Nullsetzen
keinen Einfluf mehr. Fiir das Null setzen ist also nur noch die innere Ableitung von Bedeutung.

Man kann auch argumentieren, dass der Minimale Abstand zwar durch die Wurzel ausgedruckt wird, aber die Stelle an
der der Minimale Abstand erreicht wird ist die gleiche, wenn man ohne Wurzel rechnet.

- 5 > > -  —

(P,—P,2+2t(P,—P,)o(a, —a,) +t(a, —a,)
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Die innere Ableitung der Wurzel nach t ergibt folgenden Ausdruck:
—_ — — — —

N
2(P,—P)o(a, —a,)+2t(a, —a,p
Fir die Berechnung des Extremwertes mul diese 1. Ableitung Null gesetzt werden.
— - — — — —
2(P,-P,o(a, —a,)+2t(a, —a,)* =0

Die Gleichung lasst sich durch 2 dividieren und der Ausdruck mit t auf die andere Seite bringen:
(P,—P)o(a, —a,)=- t(a, —a)

- -

(a, —a,) 2 ist als Skalarprodukt eine reelle Zahl, so dal® durch diese Zahl dividiert werden kann:

Damit erhdlt man den Zeitpunkt des kiirzesten Abstandes

- —

(P,—P)o(a —a)

-
(a, —a,)

und als zugehdérigen Abstandsvektor

7.16.3. Berechnung Uber Matrizen

- -

Wenn man diese Gleichung ( P,-P,)o(a, —a,) +t(a, —a,)? =0 ganz ausfihrlich im Sinne der Vektorrechnung

schreibt, miiRte man folgenden Ausdruck schreiben:

- - - — - -
(P,=P)o(a —-a)+t(a, —a)o(a —-a,) =0

Da Matrizenmultiplikation immer als Zeilenvektor mal Spaltenvektor definiert ist, mufl der erste Vektor eine Zeile sein

und deshalb transponiert werden. nach den Rechenregeln fur Matrizen gilt das Distributivgesetz, so dass man den
zweiten Vektor in beiden Summanden ausklammern kann.

— — — — — —
(P,-P,) +t(a, —a)"|o(a, —a,) =0
— — — T - —
(P,-P,) +t(a, —a,)| o(a, —a,) =0
Beim Vertauschen des Transponierens missen die Faktoren vertauscht werden:
— — T — — — —
(@, —ay) o|(P,-P,) +t(a, —a,)|=0

Fir die Berechnung als Gleichungssystem muR der Vektor als erste Spalte stehen und der Vektor mit umgekehrten
Vorzeichen als rechte Seite in der zweiten Spalte:

@ ~a) o g —a) ~(F-P)

Das Ergebnis dieses Matrizenproduktes lasst sich direkt mit rref weiter berechnen. Der zuriickgegebene Lésungsvektor
hat die Struktur (1 t,)

Auf Grund der Struktur der Matrix mul} als erstes t, stehen und als zweites — 1. Dieser Vektor ist als Spaltenvektor

t
neu zu erstellen. {_10}

Multipliziert man diesen Vektor von rechts mit der Matrix, erhalt man den minimalen Abstandsvektor dessen Betrag
der minimale Abstand der beiden bewegten Objekte ist.
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7.16.4. Berechnung iber Differenzgerade

Bereits in Abschnitt 7.16.1 ist gezeigt, es handelt sich um die folgende Differenz, die zum Minimum gemacht werden

soll. N _

— —
P,+ta, —(P,+ta)

Ordnet man die einzelnen Elemente etwas um ergibt sich folgender Ausdruck:
il — —
P,-P,+t(a, —a) . o

-
Das ist aber nichts anderes als eine Geradengleichung mit dem Stiitzvektor P, — P, und dem Richtungsvektor(a, —a,)
— —  — — —

x =P, -P,+t(a, —a)
Was hat diese Gerade mit dem Abstand zu tun ?

1) Der Vektor x auf der linken Seite ist der Abstandsvektor von g, und g, zu jedem Zeitpunkt t

Die Lange dieses Abstandsvektors ist der Abstand der beiden beweglichen Objekte zu diesem Zeitpunkt
Von diesen Abstandsvektoren ist der kurzeste zu finden.

Der Vektor x auf der linken Seite ist auch ein Ortsvektor vom Koordinatenursprung zu einem
Geradenpunkt zum Zeitpunkt t.

Von diesen Ortsvektoren ist der kiirzeste zu finden.

Der Kirzeste ist immer der senkrechte Abstand.

A WN
o — —

22

=> Gesucht ist der Abstand des Koordinatenursprungs zu
Geraden nach ganz normaler Vektorrechnung.

Das liefert fir den Abstand zum Ursprung wieder die bereits bekannte Formel

- - - —

g — (P1_P2)O(a1_az) - -

X = (P1 - Pz) - — — (a1 - az)
(a1 - a2)2
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7.16.%7. Musterbeispiel

7 3 18 2
fix=129/+t | -2 fix=[11] +t] 2 Flugbahnen zweier Flugzeuge
7 -1 7 0
fi £ Differenz Der Differenzvektor ist die Differenz zum gleichen Zeitpunkt.
7+3t - (18+2t) =11+t Von diesem Differenzvektor ist jetzt das Minimum zu suchen
29-2t - (11+2t) =18-4t tiber die Methoden der Differenzialrechnung. Der Abstand ist
-t - (7)) =-t der Betrag dieses Vektors

d= V(=11 +t)2 + (18 — 4t)2 + (1)
Das ist eine Funktion von t, von der das Minimum zu berechnen ist.
Losungsweg 1 : Differenzialrechnung
2(-11+t) + 2(18—4t) (-4) + 2(-t) (-1)
V(=11 + t)2 + (18 — 4ty + (—t)?

d'=

S22 +2t—-144 + 32t + 2t=0
-166 + 36t =0
t=166/36 = 4,61

d= \(=6,39) + (- 0,44) + (—4,61)?
=7,89

Die geringste Entfernung beider Flugzeuge betragt ca. 7,89 km

Losungsweg 2 : Gleichung iber Skalarprodukr aus Differenzialrechnung
Im Dokument zur Vektorrechnung ist fuir dieses Problem eine Formel hergeleitet worden:

11 1 - (7 18) (-1
18 | o |4 P,-P,=29 - |11 =18
0 -1 7 7 0
_ (P1_P2)O(a1_az) - - _ -11-72 =&=461
- 1+16+1 18 ’
(a,—ay) o (a,—a, 1 o 1 5 5[ 3 2 1
—4 -4 a,—a,= -2 |- 2|=|4
-1 -1 -1 0) 1
Losungsweg 7 : Gleichung Uber Matrizenprodukr
Berechnung in Matrixschreibweise: a-a, a-a, -(P-P,)
(L 11
-4 4 18 | = (18 83)
-1 -1 0

rref (18 83)=(1 83/18) t=83/18
Auf Grund der Zusammenstellung der Matrix kann mit dem Ergebnisvektor nicht direkt weitergearbeitet werden.
In der Matrix steht in der ersten Spalte der Richtungsvektor, der mit dem Faktor t zu multiplizieren ist in in der zweite

Spalte der negative Stltzvektor der Differenzgeraden. Deshalb mul ein spezieller Lésungsvektor erstellt werden:

83/18
1 Dieser Vektor kann dann mit der Matrix multipliziert werden und liefert den Abstandsvektor.

Der Betrag dieses Vektors liefert den minimalen Abstand der beiden Objekte.

Losungsweg 4 : Abstand des Ursprungs von der Geraden

S

x=(P,-Py)+t(a,—a,)= [18 Geradengleichung in Ebenengleichung einsetzen:

0 11 1 1 Die Gleichung liefert beim Auflésen
1 18 |+t|-4|| ol-4|=0 nach t genau die Formel, die im
Ebenengleichung: x o|-4 |=0 0 -1 -1 obigen Text hergeleitet wurde.
1
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8. Projekrtion einer Geraden
8.1. Projekrion einer Geraden Auf KoordinaTenebeNEN
8.1.1. Theorerische Uberlegungen

Will man von einer gegebenen Geraden die Projektion der Geraden auf eine Koordinatenebene
berechnen, muss der Wert der Koordinatenachse, die diese Ebenen nicht enthalt, gleich 0 sein.

o | Py u, Soll die Projektionsgerade in der x,x, Ebene bestimmt werden, dann ist die
x=|P, |+t U, X, Komponente 0 zu setzen.

p u

’ ’ ~(3) [

Projektion in x,x, Ebene: x,=0: X=|-1/ +t| 1

- |3 -2 0 0
X=|q1]+t] 1

-2 1 L -~ |0 0

Projektion in x,x, Ebene:  x, =0 Xx= -1 +t] 1

-2 1

Andererseits liefern zwei Projektionsgerade die Ausgangsgerade, die diese beiden Projektionen erzeugen.

8.1.2. Geradengleichung Aus Projekrionsgeraden ersTellen

Projektionsgerade in der x,x, Ebene Projektionsgerade in der x,x, Ebene
P u, |0 0
x=|Py |+t U, x=|% +t| V2
0 0 Qs Vs

Aus der Herleitung von Projektionsgeraden ist klar, dass u, = v, sein muss, die Komponente des Richtungsvektors,
in die nicht projiziert wurde muss gleich sein. Ist das nicht der Fall, muss ein Richtungsvektor so multipliziert werden,
dass die beiden Komponenten Ubereinstimmen.

Dann ist die Komponente u, der Teil des Richtungsvektors fiir die erste Komponente und v, der Teil des
Richtungsvektors fiir die dritte Komponente.

1

2
3 = V3
Probleme bei der Berechnung bereitet der Aufpunkt, da die beiden Punkte der Projektions-geraden nicht unbedingt

die DurchstoRBpunkte der Gerade durch die Koordinatenebenen sein miissen. Nur diese wiirden auch auf der
Ausgangsgerade liegen.

c c Cc

P,
Da die Punkte aber durch Projektion entstanden sind, muss es einen Punkt P = | p, |geben der auf der Geraden liegt.
C
d
und es muss einen Punkt Q| 9, | geben, der auf der Geraden liegt.
Qs

Damit entsteht ein Gleichungssystem der Geraden mit einem Aufpunkt und einem weiteren Geradenpunkt:

d P, u, d=p,+tu, umgestellt als Gleichungssystem:
q2 = p2 +t U2 q2=p2+tu2 p1 = d_tu1
=c+tu
q3 C U3 q3 3 q2 — p2 = t u2
a, =c +tu,
— u = M 9 -p,
=, TR d=pr

2
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8.1.7. Musterbeispiel

Projektion in x,x, Ebene: Projektion in x,x, Ebene:
-~ (3 -2 -~ |0 0
x=]-1]+t] 1 x=|0|+t|3

0 0 -1 3

Da die x, Komponenten des Richtungsvektors identisch sein miissen, ist der zweite Richtungsvektor durch 3 zu
dividieren. Damit ergibt sich fur den Richtungsvektor der Geraden:

-2
1
1

In der Praxis wird man das Gleichungssystem fiir den Aufpunkt erstellen und direkt berechnen, da es sich in
Abhangigkeit der Koordinatenebenen, in die projiziert wurde auch andert. Hier sollen die Formeln benutzt werden
und die Lésung des Gleichungssystem zu bestatigen:

u=-2; u="1 u,=1
p,=3; p,=-1;
q,=0; q, = -1

= %P c=q- %Py d=p + %Py
u2 UZ u2
t=1 c=—1-1+1=-2 d=3+1+(-2)=1

Geradengleichung

—- 3 '2 1
x=-1+t| 1 fur t = 1 entsteht der Geradenpunkt 0
-2 1 -1

Bei der Projektion des Aufpunktes in die x,x, Ebene entsteht der Aufpunkt der ersten Projektionsgeraden, bei Projektion
des zweiten Punktes in die x,x, Ebene entsteht der der Aufpunkt der zweiten Projektionsgeraden.
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8.2. Projekrion einer Geraden auf eine Ebene

(Kein Schulstoff)

Gegeben ist eine Ebenen im R® und eine Gerade im R®. Gesucht ist die senkrechte Projektion der Geraden
auf die Ebene.

— Schatten der Geraden, wenn das Licht senkrecht zur Ebene, aber nicht parallel zur x, Achse einfallt. -

Zur besseren Veranschaulichung wurden die A
beiden Richtungsvektoren der Ebene und der
Normalenvektor der Ebene im DurchstoRpunkt der
Ebene und nicht am Aufpunkt angesetzt. Die rot
eingezeichnete Gerade ¢' ist die Projektion der
Geraden g auf die Ebene.

Die Ebene sei in Parameterform gegeben.
—

— — — - —

E: x=Q +tv+sw mit v,w#0
— —> — — —

g: x=P +tu mitu#0

Ohne Normalenvektor ist diese Aufgabe nicht zu I6sen.

- > —

n=v Xw

Ist die Ebene in Normalenform gegeben, kénnen die beiden Losungswege 1 und 2c¢ benutzt werden, da diese
die Richtungsvektoren der Ebene nicht benutzen.

8.2.1. Bestimmung des LotfuBpunkres von zwei Geradenpunkren

Auf der Geraden g werden zwei Punkte bestimmt und das Lot von den beiden Punkten auf die Ebene gefalit.
Die FuRpunkte der beiden Lotvektoren sind Punkte der projizierten Geraden g' und damit kann aus den beiden
Punkten die Geraden g' bestimmt werden.

—_— > — —_ —> — A

A=P +t u B=P +t, u

B 9

AnschlieRend werden die Lotgeraden LA und

LB aufgestellt. Der Richtungsvektor dieser

Geraden ist der Normalenvektor der Ebene.
—_ — — — — —

L,: x=A +tn L.: x=B +tn

A B

Da der Normalenvektor bereits berechnet wurde,
sind die Schnittpunkte am einfachsten durch
Einsetzen der Geradengleichungen in die Normalen-
oder Koordinatengleichung der Ebene zu berechnen.

(A+tn-Q)en=0 (B+tn-Q):-

Aus diesen beiden Gleichungen folgt jeweils die Berechnung eines Parameter t . Setzt man
diesen Parameter in die zugehérige Geradengleichung ein, erhalt man die DurchstoRpunkte A' und B'.
Aus den Punkten A' und B' Iasst sich die projizierte Geradengleichung erstellen.

— |-24 18 - |1 3 -1 — -3
g:x= |26 |+t |35 E: x= |0 |+t | 14s |0 n= 7
-19 45 2 2 -3 1
Als Punkt A Iasst sich der Aufpunkt Als Punkt B ergibt sich Normalenform der Ebene
der Geraden verwenden: firt=1:
— |-24 -3 6
TX = +1 X = |a " 1 -3
g 26 7 g:x= g1t |7 x —0|lo 7/=0
-19 1 26 1 2 1

Geradengleichung in die Ebene einsetzen, aber als Skalarprodukte stehen lassen:

-24 -3 1 -3 -25 -3 -3 -25| (-3 -3 -3
26 |+t|7 |—|g|l°o|7]|=]|26)| +t]|7 ol7|=|26jo|7 |[+t|7 |o|7 | =0
-19 1 2 1 -21 1 1 -21 1 1 1

(A +tn — Q) o n =[(A-Q)+t n] n =(A-Q)en +t n o
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Skalarprodukte sind reelle Zahlen, deshalb kann man mit ihnen dividieren. Lost
man die Gleichung nach t auf entsteht folgender Ausdruck:
— > —

(A=Q)°n
— = =t
In|?

Solche Skalarprodukte lassen sich ohne groRen Aufwand mit einem GTR berechnen:

—25+(=3) +26+7+(=21)+1=236 = %=_4
5

—3+(=3) +7+7+1+1=59

o [-24 -3 12
L:A=126|-4|7 |=]-=2

-19 1 -23

-6 -3 1 -3 -7 -3 3 T (- - 3

61 +t 7| —|o ||o |7 =]||61|+t|7 ol7|=|61]o|7 |+t|7|0]|7| =0

26 1 2 1 24 1 1 24 1 1 1

— — — — — — — — — — — — —

(B +tn - Q) . n =[B-Q+t n] on =B-Q)°en +t n o n =0

— = —
B=Q)°n _
- — =t
In[?
~7+(-3) +61+7+24+1=472 412_ g
t=— TE-_

—3e(=3) +7+7+1+1=59 59

— | -6 -3 18 -12 30
L,:B'=/61|-8/7|=|5 Geradengleichung g': g :x=| 2 | +t| 7

° 26 1 18 9 99 9 23 |41
8.2.2. Zerlegung des RichtungsvekTors in eine Neue Basis
Bei dieser Losungsmaglichkeit soll nur der A

Richtungsvektor der Geraden g' betrachtet
werden. Den notwendigen Aufpunkt fir die
Gerade erhalt man aus dem DurchstoRpunkt der
Geraden durch die Ebene.

Welche Mdglichkeit besteht, den Richtungs-
vektor u der Geraden direkt auf die Ebene zu
projizieren. Einen solchen Vektor auf eine
Gerade zu projizieren ist relativ einfach und
wurde bei der Abstandsberechnung eines
Punktes von einer Geraden gezeigt.

Das Problem bei einer Ebene ist, man kennt den Vektor nicht, auf den projiziert werden muss. Bei einer Geraden gibt
es nur einen Richtungsvektor und bei einer Ebene kann dieser gesuchte Vektor irgend eine Linearkombination der
beiden Richtungsvektoren sein. Man kennt aber die notwendigen Linearfaktoren nicht.

Grundgedanke:

(1) Die Richtungsvektoren der Ebene sind linear unabhangig, sonst wiirden sie keine Ebene aufspannen.

(2) Der Normalenvektor ist senkrecht zu den beiden Richtungsvektoren, damit ist er zu beiden Vektoren auch linear
unabhangig.

(3) Eine Menge von 3 linear unabhéngigen Vektoren stellt eine zulassige Basis fiir den drei-dimensionalen Raum dar.

(4) Damit lasst sich jeder Vektor des Raumes als Linearkombination dieser drei Vektoren schreiben, auch der
Richtungsvektor der Geraden.

Es wird die gleiche Gerade und die gleiche Ebene benutzt, um das Ergebnis mit dem vorherigen Abschnitt zu
vergleichen.
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8.2.7. Richtungsvektoren und Normalenvektor der Ebene als Neue Basis

— [-24 18 — 1 3 -1 — -3
9:x=26/*t |35 E:x= |0+t 1|+s]|0 n= |7
-19 45 2 2 -3 1
Stelle den Richtungsvektor u als Linearkombination der Vektoren v, w und n dar.
VoW n
3 1 3 18 Diese Gleichung stellt ein ganz normales Gleichungssystem dar, das
t| 1 |+s| g |*+r 71 = |35 auch als solches zu berechnen ist. Die Zerlegung von Vektoren in
2 3 1 45 Basisvektoren ist immer eindeutig, damit muss dieses Gleichungs-

system eine eindeutige Losung besitzen. Berechnung mit dem GTR.

Lésung: t=7; s=-9; r=4

Es interessiert nur der Teil der in der Ebene von v und w liegt.

3 -1 _ 30 Der Richtungsvektor entspricht genau dem
7 11— 9 01=1|7 . s
) 3 a1 Richtungsvektor aus dem Lésungsweg 1.

8.2.4. Nur Projekrion der Geraden in die Ebene

Das ist die Vektorgleichung fiir die Linearkombination
mit den drei neuen Basisvektoren.

— — — —
tv+sw +rn=u

Es soll auf den Normalenvektor verzichtet werden, da
die Komponente in diese Richtung nicht interessiert.
Um den Normalenvektor aus der Gleichung zu
entfernen, wird die gesamte Gleichung mit einem
Richtungsvektor skalar multipliziert, da das
Skalarprodukt eines Richtungsvektors mit dem
Normalenvektor O ergibt. Es wird der Vektor v benutzt.

— - — — —
t|v? +s wev = uev

In dieser Gleichung treten nur noch reelle Zahlen auf. Diese Gleichung wird nach t aufgeldst:
Uev —s(wev)

t =
SN
[v[?
Der Wert von t ist abhangig vom Wert von s. Das verwundert nicht, da Richtungsvektoren von Geraden nicht eindeutig
sind. Sie kdnnen sich in der Lange unterscheiden. Fir die Gleichung bedeutet das, wenn sich der Parameter s andert,

muss sich auch der zugehérige Parameter t andern. Man kann fiir s einen beliebigen Wert wahlen und bekommt den
zugehorigen Wert t heraus.

Um vergleichbare Ergebnisse zu erzielen soll der Wert s= -9 benutzt werden, der sich bei der LOsung des
Gleichungssystems ergeben hat. Als zugehdriger Wert von t sollte sich 7 ergeben.

—_ (18 ~ |3 o[
U= 35 VE w= 10
45 2 -3
— —
Uov =54+35+90=179
Wov=-3-6=-9 firs=—9 : s(wWev) =(=9)* (- 9) =81
— - — —_ —>
[v[z= 14 t = Uev—s(weyv) _179-81_,
— 14
[v[?

Jeder Wert von s liefert einen Wert fiir t. Aber nicht jeder ganzzahlige Wert von s muss zu einem ganzzahligen Wert
von t fihren und damit auch nicht zu einem ganzzahligen Richtungsvektor, aber auf alle Falle auf einen zulassigen
Richtungsvektor.
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8.2.7. Nur Projektion der Geraden auf den Normalenvektor der Ebene

— — —  —>
tv+sw +rn=u

Es soll jetzt auf die beiden Richtungsvektoren verzichtet werden und nur die dritte Komponente in Richtung
von n betrachtet werden. Dazu wird die Gleichung mit den Normalenvektor n skalar multipliziert, und alle
Skalarprodukte mit den Richtungsvektoren werden 0.

—_ > 5 —
r(nen)=ue°n

- —
. ) ) . _ u-°n - 18 - -3
Lést man diese Gleichung nach r auf, erhalt man: r=-- U=l35 n=i7z
[n? 45 1
— —
uen =-54+245 + 45 = 236 A
— r=236=4 9
[n|?= 59 5

Die Richtung von n ist aber gleichzeitig die Richtung
des senkrechten Abstandes eines Punktes von der
Ebene. Damit ist es der senkrechte Abstand der Spitze
des Richtungsvektors der Geraden, wenn man den
FuBpunkt des Richtungsvektors im DurchstoBpunkt
von Gerade und Ebene ansetzen wiirde,

denn es ist die Komponente von u in Richtung des
Normalenvektors n

— — — —
tv+sw =U —-—rn
— —
Der gesuchte Richtungsvektor in der Ebene: tv+sw
— —
ergibt sich auch aus: u-—-rn
18 -3 30 Dieser Vektor ist identisch mit dem
35 -4 : = 471 Richtungsvektor aus Lésungsweg 1.
45
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9. Lage zweier Geraden

Satz:

(1)
()

®)

(4)

N

Im dreidimensionalen Raum V3 kénnen zwei Geraden g und h vier verschiedene Lagebeziehungen
aufweisen. Die Geraden seien in Parameterform gegeben.

(Gegenseitige Lage zweier Geraden)

g und h schneiden sich in einem Punkt.

Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehdérige LGS genau eine Lésung.
g und h fallen zusammen, sie sind identisch.

Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehorige LGS unendlich viele
Loésungen.

g und h sind echt parallel.

Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehérige LGS einen Widerspruch
und die beiden Richtungsvektoren sind linear abhangig.

g und h sind windschief.

Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehdrige LGS einen Widerspruch
und die beiden Richtungsvektoren sind linear unabhangig.

Im zweidimensionalen Raum V2 kdnnen zwei Geraden nicht windschief sein.

Im folgenden betrachten wir die Geraden g, und g, mit:

9,:

—_ —
x=P +tu

- — — - —

X=Q+s v mit v#0

— - —
mit u#0 9,:

Die folgende Ubersicht beschreibt, wie man die gegenseitige Lage von g,undg,
ermitteln kann

u, v linear abhangig ?

uxv _ WXV #0
nein
Peg,? ) . )
. Gibt es einen Schnittpunkt
Liegt P auch auf g, ? I N
D Nea< NP P+tu=Q+s v

g,: P-Q=sv mitv#0

Punktprobe: Ist der Differenzvektor der beiden
Aufpunkte ein Vielfaches eine Richtungsvektors.

9,79,

Geraden sind
identisch

Lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 2
Unbekannten. Das Ergebnis ist nicht der Schnittpunkt,
sondern die Parameter fiir die Geradengleichungen
zur Bestimmung des Schnittpunktes.

ja nein
hat eine hat keine
Losung Lésung
#
> Clle?';degr: sir?é g, und g, schneiden g, und g, sind
parallel sich in einem Punkt windschief

@ €) @

Nachweis mit der Vektorrechnung

_ - — — — > > > - > — —_ > —> —>
det(P-Q, u,v)=0 det(P-Q, u,v)=0 det(P-Q,u,v)=0 det(P-Q, u,v)#0
(F-Q)xu=0 (P-=Q)xu #0 U XV #0

Nachweis mit dem Gaufi'schem Algorithmus

t s t s t s t s

1 5 |4 1 5 4 1 0 |3 10 0

0,0 |0 0 |0 1 0o 1 |2 0 tj

0,0 |0 0 0 0 0o [0 [0] 0 0 1

Die Geraden sind identisch.
Fir r und s gibt es unendlich
viele Lésungenr +s- 5 =4.
2. und 3. Zeile immer glltig.

Die Geraden sind parallel o Geraden schneiden Die Geraden sind

und nicht identisch. sich. Das LGS ist eindeutig windschief.
2. Zeile: Widerspruch I6sbar, hier:r=3,s = 2. 3. Zeile: Widerspruch
3. Zeile: immer gliltig ' s 0=1
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9.1. Geraden mit Schnitrpunkr ©)

9.1.1. Berechnen des Schnitrpunkres

-7 — 18 3
+5 |4 hix=lg *ti_10
-3 11 3

Lagebeziehung: Die beiden Geraden sind nicht parallel. Ein Schnittpunkt oder windschiefe Geraden
lassen sich nur mit einem Gleichungssystem I6sen. Schnittpunkte berechnet man generell
durch Gleichsetzen.

7
1
8

—
X =

g:

-7 18 3 Aus zwei Gleichungen die beiden

11*s| 17 g Yt -10 Unbekannten berechnen und in der 3.

8 -3 11 3 Gleichung uberprifen.
oder
D'e. Glglch.ung W.'rd komponenten- Dabei handelt es sich um ein ,iberbestimmtes”
weise in ?'n Gleichungssystem Gleichungssystem mit 3 Zeilen, aber nur 2
Uberfihrt: Variablen. Wenn dieses Gleichungssystem Iésbar
7 -7s =18+ 3t —7s— 3t =11 ist, besitzen die Geraden einen Schnittpunkt,
1+ s = 9-10t = s+10t = 8 liefert das Gleichungssystem einen Widerspruch,
8 —3s =11+ 3t -3s— 3t =3 sind die Geraden windschief.

Es werden wieder zwei Gleichungen benutzt.

s+10t = 8

-3s— 3t =3
die erste der beiden Gleichungen mit 3 multipliziert und zur weiten addiert:

3s+30t = 24 27 t=27 3s+30=24

—3s- 3t =3 t=1 3s=-6 Das Gleichungssystem berechnet nicht
s=-2 den Schnittpunkt, sondern nur die
Kontrolle in der ersten, bisher nicht benutzten, Gleichung: Parameterwerte der beiden Geraden,
—7(2)-3=14-3=11 die in jeder Geradengleichung fir sich

zum Ortsvektor des Schnittpunktes
Die erste Gleichung ist ebenfalls erfiillt, deshalb existiert ein Schnittpunkt. fiihren.

Durch Einsetzen der ermittelten Parameter erhalt man den Schnittpunkt:

21
7 7] (21 18 3) (21 _ 2
11=2 1 =11 oder | g | +1° |_10/= | _1 Schnittpunkt: 14
8 -3 14 11 3 14
9.1.2. Schnittwinkel zwischen Geraden
Definition (Schnittwinkel von Geraden) | |
, u-v
Wenn sich zwei Geraden schneiden, dann ist a mit cos(a)= Tl vl

der Schnittwinkel der beiden Geraden.

Anmerkungen:

e Der Schnittwinkel zweier Geraden ist der eingeschlossenen Winkel der beiden Richtungsvektoren
e Schnittwinkelberechnung macht nur Sinn, wenn vorher der Schnittpunkt nachgewiesen ist.

Der Schnittwinkel zweier Geraden ist der Schnittwinkel der beiden Richtungsvektoren

_7 3 Schnittwinkel a: 0 < a < 90°
{‘I } -10
-3) (3 - =
cos a = hot
\/(_7)2 + 12+ (-3)2 \N32+ (102 + 32 a cosa=
Uy fu,l
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9.1.%. Zur Geometrie des Geradenschnitrpunkres

i @ o[ e

Schnittpunkt von zwei Geraden heil’t, ,suche den Punkt, der beide Geradengleichungen erfillt.”
Deshalb Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen. Es muss mdglich sein, dass der gleiche linke
Ortsvektor x bei beiden Geradengleichungen entstehen kann.

A+ta =B +sb 3+t3=-4+s[2}
2 1 3 -1
Fir ein Gleichungssystem missen die Variablen auf die linke Seite und die Konstanten auf die rechte Seite
Auf die Reihenfolge und Vorzeichen achten
ta —sb=B-A t/31_sl2|=[-4|_[3=-7
1 -1 3 2 1

Vektorielle Interpretation: Der Differenzvektor der beiden Aufpunkte lasst sich als Linearkombination
der beiden Richtungsvektoren darstellen, dann hat das Gleichungssystem eine L6sung.
Die Losung des Gleichungssystems lautet: t=-1;s=2

—
g,:x=

FUr die Linearkombination ist der Parameter von s mit dem entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen.

aetea (32 AR -3

Aus der Zeichnung ist deutlich zu erkennen, dass der Schnittpunkt (hier auf der y-Achse) vom Aufpunkt der
ersten Geraden zu erreichen ist, indem man den Richtungsvektor um 1 Einheit in negative Richtung geht.
Bei der zweiten Geraden muss man vom Aufpunkt 2 Einheiten in positive Richtung gehen, um den

Schnittpunkt zu erreichen. Das Gleichungssystem berechnet nicht den Schnittpunkt, sondern nur die
Parameter, um den Schnittpunkt zu erreichen.

Zwei Geraden haben genau dann einen Schnittpunkt, wenn sich der Differenzvektor der beiden
Aufpunkte als Linearkombination der beiden Richtungsvektoren darstellen lasst.

Das ist genau dann der Fall, wenn die beiden Geraden in einer Ebene liegen.
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9.2. Parallele Geraden im R? @)
o o [-2 3 |4 3
Musterbeispiel g, :x= Bl*s|2] gix= |22

Parallele Geraden liegen immer in einer Ebene, fur parallele Geraden gibt es Ebenen, die beide Geraden senkrecht
schneiden. Beide Eigenschaften kdnnen ausgenutzt werden, um den Abstand paralleler Geraden zu bestimmen.

Nach den unter 4.2 angegebenen Untersuchungen ist bereits geklart, dass die Geraden parallel sind und
dass sie nicht identisch sind. Von diesen Voraussetzung kann damit Gebrauch gemacht werden.

9.2.1. Schnirrpunkr zwischen beiden Geraden und senkrechter Ebene

Da beide Richtungsvektoren parallel sind, gibt es eine Ebene, die zu
beiden Geraden senkrecht steht.

Teil 1: Bestimme die Ebenengleichung

Zwei parallele Geraden durchstof3en ein und dieselbe Ebene
senkrecht, wenn der Normalenvektor der Ebene gleich dem
Richtungsvektor der Geraden ist. (Parallele Geraden haben
bis auf die Lange den gleichen Richtungsvektor.)

Die Ebenengleichung kann wie unter 7.1.2 erstellt werden.
Der notwendige Punkt fiir die Ebenengleichung ist einer der
beiden Aufpunkte der Geraden.

Teil 2: Bestimme den FuBpunkt _
Von beiden Geraden kann ein DurchstoR3punkt berechnet werden. g,

9

Teil 3: Bestimme den Abstandsvektor
Der Abstandsvektor der beiden DurchstoBpunkte ist der Abstandsvektor der beiden Geraden.

- 4 3
Ebenengleichung: x —| -2 lol2] =0 3X, +2Xx,+2x,=18

5 2
Durchstopunkt fur g,:
((2+3s-4)3 +(—-3+2s+2)2+(2+2s-5)2=0
-34+17s=0 4
s=2 DurchstoBpunkt: |1
Durchstopunkt fir g,: 2
(4+3t-4)3+(-2+2t-+2)2+(5+2t-5)2=0
t=0

(Da die Ebenengleichung mit dem Aufpunkt von g, erstellt wurde, ist dieser Aufpunkt auch gleichzeitig
DurchstoBpunkt von g, durch die Ebene.)

Der Differenzvektor der beiden DurchstoRpunkte 4 4 _ 0
gibt den Abstandsvektor. _52 - ; - g

Der Betrag des Abstandsvektors ergibt den Abstand: V18 =32
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9.2.2. Zerlegen des Verbindungsvektors P, — P, in die Basis RT , N und d
Zwei parallele Geraden liegen in einer Ebene.

Der zweite Richtungsvektor ist der Verbindungsvektor
zwischen den beiden Stutzvektoren.

— (2 3 6
E:x=|_3| +s8/2 | +r]1

-2 2 7

4
Normalenvektor dieser Ebene Uber das Vektorprodukt: {3} n

0
Vektorprodukt des Normalenvektors mit dem {-1 } )
Richtungsvektor der Geraden: 1

Es muss das Vektorprodukt mit dem Richtungsvektor der Geraden
sein, denn man braucht einen senkrechten Vektor zur Geraden.

Gleichungssystem: a, n axXn Xp, = Xp

3 4 0 6
q |2 |+r|-3/+s |-1|=[1 9=2;r=0;s=3
2 -3 1 7

Von dem senkrechten Abstandsvektor werden 3 Einheiten gebraucht, um den Verbindungsvektor der beiden

Stiitzvektoren darzustellen. Dieser Verbindungsvektor hat selbst die Lange V2, damit ist der Abstand der
beiden Geraden 3 V2.

9.2.3. Zerlegen des Verbindungsvektors P, — P in Abstandsvektor und Geradenprojekrion
a, Xpp = Xp4

Bekannt sind von den beiden parallelen Geraden nur die beiden Vektoren F ] ?
2 7

P2

Lange der Projektion auf den Einheitsvektor von a,

Koy =Xp) 08 34

-7
la, |

Projektionsvektors von P, — P, auf die Gerade g,.

i

Zerlegung von P2 — P1 in Projektion und orthogonalem
Vektor

N
Xp, — X oa
X, = Xpy =d + [(Pz 1) 1} a,
la, ?

Orthogonaler Vektor ist der Abstandsvektor

(X,,—X,,)oa -
d= X=Xy, — | or2 /7% g
|a, I
6 6 0
= 1 |- 4| = -3
7) |4 3

Der Betrag des Vektors ist der Abstand
|d|= V18 =312

(XPZ_XP1)Oa1 ; _ 34
R Y

la, |?
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9.2.4. Projektion des Verbindungsvektors P, — P auf den Abstandsvekror

0
Abstandsvektor d : {_1 1
1

Verbindungsvektor der beiden Stutzvektoren der Geraden: P,—P, = |-2|-|-3 =1
5 -2 7

Das Skalarprodukt des Verbindungsvektors auf den Einheitsvektor der

. . 0 6
Abstandsrichtung d st i 11 =5 - 342
2 ) 72

9.2.%. Abstand PunkT - Gerade

Da alle Punkte der Geraden g, von der Geraden g, den gleichen Abstand haben, kann man auch den Abstand eines
Punktes von einer Geraden benutzen. Man verwendet z.B die Gerade g, und einen Punkt von der Geraden g, und

berechnet den Abstand nach den Formeln fiir Abstand Punkt — Gerade.
Der Lésungsweg in 8.5.1 mit der senkrechten Ebene entspricht inhaltlich der senkrechten Ebene, die bei der
Berechnung des Abstandes eines Punktes von einer Geraden benutzt werden kann.

9.%. Identische Geraden

X 3 -4 X -1 2
g: | %= 0 |+r 2 h: /x| =]2|+s -1
X 4 -6 X -2 3

3

9.%.1. Punkrprobe iber Gleichungssystem

Die Geraden sind parallel. Das sollte man von vornherein erkennen und nur noch auf ,identisch® priifen. Sollte man das
nicht erkennen und mit der Berechnung eines Gleichungssystems beginnen, ergibt sich folgendes Ergebnis:

3 —-4r =-1+2s —4r- 2s=-4
0+2r= 2- s 2r+ s= 2
4 —6r = -2+ 3s —6r— 3s=-6

Benutzt man die letzten beiden Gleichungen und multipliziert die 2. Gleichung mit 3 erhalt man folgendes
Gleichungssystem:

6r+ 3s= 6
—6r— 3s=-6
Die Addition der beiden Gleichungen ergibt: 0=0

Ergebnis: Die Gleichung ist immer richtig !
Jeder beliebige Wert von r oder s fiihrt zu einem ,Schnittpunkt®, dh. alle Geradenpunkte sind
Schnittpunkte, dh. die Geraden sind identisch.

9.3.2. RichtungsvekTor der Geraden und Verbindungsvektors P, — P, sind parallel.

3 -2 4

2 -1 3 -4
Der Richtungsvektor einer Geraden :{_1} P,-P, = { 2} - { O} = {2}
6
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9.4. Windschiefer Geraden im R?
9.4.1. Abstand Ebene zu paralleler Geraden

GeMAB 6. Lage zweier Geraden @

Da diese Geraden nicht parallel sind und sich auch
nicht schneiden, sind die Richtungsvektoren nicht
linear abhangig und die Aufpunkte liegen nur auf
einer Geraden.

Hier liegt die Schwierigkeit darin dass man zwei
senkrechte Richtungen bestimmen muss,
namlich zu jeder Geraden und es ist auch nicht
der FuBpunkt der Geraden bekannt, zwischen
denen der kirzeste Abstand erreicht wird. Damit
kann man nicht auf die Abstandsberechnung
eines Punktes von einer Geraden zurlickgreifen.

Hier wendet man ebenfalls einen Trick an:
Zwei windschiefen Geraden kann man jeweils eine Ebenen zuweisen mit der Eigenschaft, dass die beiden
Ebenen parallel sind. Das erreicht man dadurch, dass man fir beide Ebenen beide Richtungsvektoren der
Geraden benutzt und fir die eine Ebene den einen Aufpunkt und fiir die andere Ebene den anderen

Aufpunkt.

Teil 1: Bestimme die Ebenengleichungen
Bestimme die Ebenengleichungen nach dem angegebenen Prinzip.

—_ — — — —_ — — —
E,:x=P, +ta, +sa, E,:x=P, +ka, +la,
parallele Ebenen haben den gleichen Normalenvektor, der damit auch Richtung des senkrechten
Abstandes beider Ebenen sind.

Teil 2: Bestimme den Abstand iiber Projektion

Der Abstandvektor d ist an allen Stellen zwischen den
beiden Ebenen gleich und verlauft in Richtung des
Normalenvektors der beiden Ebenen. Diesen Vektor
kann man sich den Aufpunkt einer der beiden
Geraden verschoben denken. (Im Bild in den Aufpunkt
von g,.)

Da jetzt die senkrechte Richtung bekannt ist, kann man
den Verbindungsvektor von P, und P, auf den
Abstandsvektor = Normalenvektor, als Einheitsvektor,
projizieren:

(P,-P)on°=d

Teil 3: Bestimme den Abstandsvektor

Der Abstandsvektor ist die Lange des Abstandes multipliziert mit dem Einheitsvektor in
Normalenrichtung

d=den

1 -1 1 2
Musterbeispiel gi7=[2}+t[ 3} ,und h: _X’=H+r{ 0}
-4 7 0 1

fur alle weiteren Rechenwege.
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Teil 1: Bestimme die Ebenengleichungen

Aufpunkt einer Ebene und die Richtungsvektoren beider Geraden:

— 1 -1 2
E:x= |2 |+t| 3|+s]|
-4 7 1 1

Normalenvektor der Ebene, n= 5

1 1
Normalform oder Koordinatenform: E,: 5| o ? - {2} =0

Teil 2: Bestimme den Abstand

1 1
°l115/~12|]=d

o] (-4

1 1
V12 + 52 + 22 52

—1‘ ! ° 2 - 1 (15-8) 7

5 3/ — -8) = —/— =1,278
VRS 2 |50y NTese V30
(Ergebnisvergleich im folgenden Kapitel)

9.4.2. Zerlegen von P, — P in die Basis r1, rR2, N

-1 2 1

3.1,/ 0 |und n| 5 |sind linear unabhangige Vektoren und bilden damit eine Basis des 3dim Raumes.

-2
7 1

hy

Zerlegen des Verbindungsvektors P, — P, in die Basisr, ,r, und n

r, r, n P,-P,

-1 2 1 g Lésung des Gleichungssystems:
t|3/-rj0|+s|5|= t=11/18 ;r=-17/90 ;s =7/30

7] 1 -2 4

Man benétigt fur die Zerlegung 7/30 Einheiten des Normalenvektors n um den Verbindungsvektor
darzustellen. Eine Einheit des Normalenvektors n hat aber die Lange | n| = ¥30. Der Abstand des Punktes

ist 7/30* 30 =7/¥30=1,278.

Gleichzeitig erhalt man uber t und r die beiden FuRpunkt auf den Geraden:

L (1) 4 (1) [ 7130 T Y
g: x=|2 +§ 3| =169/18 F2—F1= 35/30 |F2—F1|= \72 + 352 + 142 /30
: 7 5/18 -14/30 =1470/30
= 49+ 30/ 30
=7/30 « V30
N 1 17 2 56/90 = 1278
h: x=|5]- 0 = 5
0 1 -17/90

Es sind zwei Punkte gefunden worden, von denen jeder auf einer Geraden liegt und deren Abstand mit dem Abstand
der windschiefen Geraden identisch ist. Damit missen es die Fullpunkte sein, da es keine zwei Paare geben kann.
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9.4.7. Projekrion von P, — P. auf den Normalenvekror der Ebene

(in der Schule nicht praktiziert, aber der einfachste Rechenweg. Der in der Schule angegebene Rechenweg liber
die beiden LotfulRpunkte sollte nicht beschritten werden, weil er zu aufwendig und zu fehleranféllig ist)

Normalenvektor aus den beiden Richtungsvektoren der Geraden n=1,5 |n|= V30
-2
SN 1 1 0
Verbindungsvektor der beiden Stiitzvektoren der Geraden: P,- P, = 5|12z |3
0 -4 4
Projektion des Verbindungsvektors auf den Normaleneinheitsvektor : (P2 - P1) on®=d
0 ] 1 1 7
3lo—)—|5|= — (15-8)=— =1,278 Abstand der windschiefen Geraden.
4| V30 |2| 30 \30

Die Berechnung liefert nur den kiirzesten Abstand der beiden Geraden, aber nicht, an welchen Punkten der
Geraden dieser Abstand erreicht wurde. Diese FulSpunkte des Abstandes waren bisher noch nie gefragt, da sie
eben aufwendig zu berechnen sind.

Die Vektoren a, ; a, und P, — P, spannen ein Spat auf.
Die Volumen eines solchen Gebildes ist wie bei allen
Kérpern Grundflache * Hohe.
Das Volumen eines Spates berechnet man in der
Vektorrechnung Uber die Determinante der drei
Vektoren, die dies Spat bilden, oder

(a1 X az) ° (P1 - Pz)
Die obere und untere Begrenzungsflachen liegen in
den beiden parallelen Ebenen.

Dividiert man das Volumen eines
Korpers durch seine Grundflache erhalt
man die H6he des Korpers.

Die Grundflache des Spates ist die
Flache, die durch die Vektoren a, und a

aufgespannt wird.

Die Flache eines Parallelogramms, das durch zwei
Vektoren aufgespannt wird, ist der Betrag des Kreuzproduktes
der beiden Vektoren. Die Hohe des Spates ist der Abstand der
beiden Geraden. Damit lasst sich der Abstand auch folgendermaf3en berechnen:

(@axb)o(P,-P,) - d
|axb]|

Unter der Berucksichtigung, dass: XF=_n)stimmt die Formel mit der im vergangen Abschnitt tiberein. Diese Rechnung
liefert fur die Berechnung mit einem GTR zusatzliche Mdglichkeiten, da der Zahler des Bruches sehr einfach aus einer
Determinante bestimmt werden kann.

1 - I 1 0
n=|5| |n|=v30 ,-P =5 -/2=3

-2 0 -4 |4

1 0

5|3

-2 4

=F1 (15-8)= _7_ ~1278
\30 30 \30
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9.4.%. Berechnung des minimalen Abstandes iber Differenzialrechnung
r1 r2 P-P,

-1 2 0 Dieser Ausdruck stellt den Abstand zwischen zwei beliebigen Geradenpunkten dar. Fir
tf3|-r|o|+ |3 jedes t und jedes r existiert genau ein Abstand. Der Abstand selber ist die Wurzel aus
7 1 -4 dem Quadrat des Vektors. Fir die Berechnung des t und des r kann auf die Wurzel

verzichtet werden, sie ist nur wichtig fir die Berechnung des Betrages selbst.

f(t,r) = (-t—2r)2 + (3t—3)2 + (7t-|’-4)2 Matrizenschreibweise

Das ist eine Funktion von 2 Variablen,
die zum Minimum gemacht werden soll.

1. Ableitung der Funktion nach t : t - PP,
th:

£(tF) = 2(-4-2r+0) (-1) + 2(3t +0r-3) 3 + 2 (7tr-4) 7= 0 137 N 2 g

Gleichung durch 2 dividieren 7 1 4

f(t,r) = (t-2r+0) (-1) + (3t+0r-3) 3 + (7t-r-4) 7 = 0

In den Klammern stehen jeweils die Zeilen des vektoriellen Ausdrucks fiir den Abstand. Jede Zeile wird mit
der inneren Ableitung der Klammern nach t multipliziert. (Kettenregel) Insgesamt ergeben diese Faktoren
wieder den Vektor r1. Damit ergibt die nebenstehende Matrizenmultiplikation genau die Zeile.

1. Ableitung der Funktion nach r : t r PP,
f(t,r) = 2(-t-2r+0) (-2) + +2 (Tt-r-4) (-1) = 0 re [2 0 1 ] ; -g g
Es ergibt sich die gleiche Rechnung wie oben, nur mit der inneren Ableitung 7 -1 4
nach r und damit die Multiplikation mit dem Vektor r2.
Gleichungssystem: t roPP,
f(tr) = (-t-2r+0) (-1) + (3t+0r-3) 3 + (7t-r-4) 7= 0 t 137 :13 -g g .
f(t,r) = (-+-2r+0) (-2) + (3t+0r-3) 0 + (7t-r-4) (-1)= 0 1201 7 4 1
t+2r—-9+9t—-28+49t-7r=0 oder
2t +4r +4- 7t+ r=0 T
12 -1 -2 0
t+9t+49t + 2r+0r—7r + 0-9 —28=0 3 0 3 0 3/|=0
2t+0t— 7t + 4r+0r+r + 0+0 + 4=0 7oA 7 1 4
S Maoglicherweise ist das Erstellen des Gleichungssystems
t r P-P, auf diese Weise einfacher, vor allem, wenn ein
entsprechender Taschenrechner zur Verfligung steht.
59t —5r -37 =0 59 -5 37
- 5t + 5r +4 =0 =5 5 4| =0

Da die drei Vektoren keine orthogonale Basis bilden,

ist die Matrix als Gleichungssystem zu rechnen.

Erstellt man eine rechte Seite von dem Gleichungssystem, muss man aus P,—P, den Ausdruck P,—P, machen.

t r PP,
59t —-6r = 37
- 5t +5r =-4

Das ist in beiden Fallen das gleiche Gleichungssystem, das nur noch mit rref gelést werden muf3.

. R t=11/18
mit der Losung : r=-17/90

Das Ergebnis entspricht den Faktoren zur Berechnung der Ful3punkte aus Kapitel 9.4.2.
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9.4.6. Bestimmung der Differenz zwischen zwei beliebigen Geradenpunkre

- —> —
g,:x =P, +ta, Abstand : x =P, +ta, —(P, +s a,)
gzz_x)=?2+s:2 x =(P,-P,)+ta, —s a,

Das ist eine Ebenengleichung.
Die Ebenengleichung kann man umwandeln in eine HNF.
n=a,xa,
{x—(P1—P2)Jon=0
Von dieser Ebene berechnet man den Abstand des Ursprungs.
— — —
- (P1 — Pz )on
- —
In|
. . |1 -1 1 2
Musterbeispiel g x=|2|+t 3| ,undh: x=|5 |+r| 0
-4 7 0 1
(Die gleichen Geraden, wie im vorhergehenden Abschnitt)
1 0 0 1
n= 5 P1_P2= -3 E1: 7_ -3 o 5 =0
-2 4 4 2

1X,+5x,-2x,—(-15+8) =0
Betrag Normalenvektor : V30

7
V30

Abstand des Ursprungs :
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9.4.7. FuBpunkr windschiefer Geraden im R?
1. LOsuNGgsweg

(1) Fir die Gerade g, gibt es einen Parameter t_fiir den
der FuBpunkt F, auf der Geraden erreicht wird.

- - —

g,:F, =P, +ta,

(2) Furdie Gerade g, gibt es einen Parameter s_ fir den
der FuBpunkt F, auf der Geraden erreicht wird.

- — —

9,:F,=P, +s_.a,
(3) Der Differenzvektor d = F, — F, muss
senkrecht zu beiden Richtungsvektoren sein.

—

(F,—F,)oa, =0

(F,-F)oa,=0

Jetzt werden die Ortsvektoren der FulRpunkte ganz formal in die beiden Skalarprodukte eingesetzt.
[ F, - F, loa =0 [ F, - Fi 10a,=0
[(P,*+s.a,)-(P+t.a)oa =0 [(P,*+s.a,)-(P,+t.a)oa,=0

SFazoa1_tFa1oa1= (P1_P2)Oa1 SFazoaz_tFa1oaz= (P1_P2)Oaz

Gleichung in Matrixschreibweise :

a,° [az -a, P1_P2]

a, 0 [az -a, P1_P2]

s¢(a,0a) - t.(a0a)=(P-P,)oa,

s:(a,0a,) -t (a,0a,)=(P-P)oa,

Alle Skalarprodukte liefern reelle Zahlen, so dass ein Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit
2 Variablen (s. und t.) entstanden ist.

Die Losung des Gleichungssystems und das Einsetzen der beiden Parameter in die jeweilige
Geradengleichung liefert die beiden gesuchten Ful3punkte.

- - — 1 1 — 14 2
Musterbeispiel g, x= -3 +t[2} g,:X=| 4 +s{_3}
2 -3 3 0

1. Losungsweg: Gleichungssystem iiber Matrizenmultiplikation erstellen

—a, — (. I
a P.- 1 2 3] 2 -1 13
[_32_}0 R [2 A Oj R

0o 3 -1
+14t + 4s =+24
+ 4t +13s =- 5
t=2
s=-1
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2. Losungsweg: Gleichungssystem iiber Skalarprodukt mit Richtungsvektoren
Far beide Gleichungen bendtigt man den Differenzvektor der beiden Geradengleichungen

14 1 2 1 13 2 1
F,-F,= |4 — 3|+s|-3/ -t 2= |7 +s -3|-t|2
3 2 0 -3 1 0 -3

Skalarprodukt mit dem Richtungsvektor von g,:
(13+2s—-t)1+(7—-3s-2t)2+ (1 +0s +3t) (-3)=0
Skalarprodukt mit dem Richtungsvektor von g,
(13+2s—-1t)2+(7—-3s—-2t)(-3)+(1+0s+3t)0=0
Fihrt zu dem Gleichungssystem: 24— 4s-14t=0
5+13s+ 4t=0

oderumgestellt: 24= 4s+14t Jiefert die Losung: s=—-1; t=2
5=-13s- 4t

— 1 1 3 — 14 2 12
Das fiihrt zu den FuBpunkten g, :x.= |-3|+2|2 | =] 1 9, X,=| 4|13 =17
3 0 3

2 -3

9
und zu einem Abstandsvektor F,—F = | 6
7

4

und zu einer Entfernung d =V 92+ 62+ 72 = V166 =~ 12,88

7. Losungsweg

Es wird eine Ebene erzeugt, die senkrecht zu den
beiden parallelen Ebenen steht, in denen die Geraden
liegen. Ein Richtungsvektor der Ebene wird ein
Richtungsvektor einer Geraden, hier &, der andere
Richtungsvektor ist der Normalenvektor der parallelen
Ebenen. Der sichert, dass die Ebene senkrecht ist. Der
FuBpunkt der zweiten Geraden ist der Schnittpunkt der
zweiten Geraden mit dieser Hilfsebene. Der FuBpunkt
der ersten Geraden F, wird fiir ein t_ erreicht, fur das der

zugehorige Faktor fiir den Richtungsvektor ¥ Null sein
muss.

Da der FuBpunkt von g, auf der Geraden liegt, braucht man den Vektor n nicht, um vom Aufpunkt der
Ebene, der auch Aufpunkt der Geraden ist, um zum FulRpunkt zu gelangen.

Parameterdarstellung fir die Hilfsebene HE: Gesucht DurchstoRpunkt von g, durch HE:
- = i - — — — — —
HE:x=P, +ta, +rn P, +ta, +rn =P, +sa,
Parameterdarstellung der Geraden g, :
NN s — — - 5 >
g,: x=P, +sa, ta, +rn-sa,=P,-P,

Das fiihrt zu einem 3 x 3 Gleichungssystem, dessen Losung folgende Werte liefert:

t— t. : Liefert den Parameter t_, der fir den Fullpunkt der Geraden g, gehort
s — s, : Liefert den Parameter s_, der fir den Fu3punkt der Geraden g, gehort
r—d: Liefert den Faktor, der mit n zu multiplizieren ist, um den Abstandsvektor zu erhalten.
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- - — 1 1 — 14 2
Musterbeispiel g, ix= |3+t 2 g, x=|4 +s -3
2 -3 3 0
(Die gleichen Geraden, wie im vorhergehenden Abschnitt)
3. Losungsweg:
9 HE : X = wt] o ]er| 2
Normalenvektor der Ebene: n=|g X=1_3 2 e
2 -3 7
(s. Kapitel 6.5.1.) 7
1 9 ) 14 1 t +9r—2s= 13 Lésung des Gleichungssystems:
tl 2 +r|6 |+s| 3| = 4|-|-3 2t +6r+3s= 7 tr=%
=3t +7 = 1 =
-3 7 0 3 2 r s =1
— |1 1 3
FuBpunkt Gerade g,: Xe=|-3|+2|2 = |1
2 -3 —4
- [14 2 12
FuBpunkt Gerade g, X-=| 4| -3 =7
3 0 3
Abstand r? : d_) =1

6 (Die Ergebnisse entsprechen denen vom Lésungsweg 1)

(Unter Benutzung eines GTR ist das eine durchaus ernst zu nehmende Lésungsméglichkeit. Man hat nicht nur alle
Ergebnisse, sondern kann auch noch kontrollieren, ob die Lénge des Differenzvektors zwischen den beiden

FuBBpunkten identisch ist mit dem berechneten Abstandsvektor. Der Abstandsvektor ist dann auf zwei
verschiedenen Wegen entstanden.)
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10. LagebezichunGgen Geraden und Ebenen

/Satz: (Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene) \

Im dreidimensionalen Raum V3 kénnen eine Gerade g und eine Ebene E drei verschiedene
Lagebeziehungen aufweisen. Es seien jeweils die Parameterformen gegeben.
(1) g und E schneiden sich in einem Punkt. (Durchstof3punkt)
Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehdrige LGS genau eine Ldsung.
(2) g liegtin E , sie sind aber nicht identisch.
Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehdrige LGS unendlich viele
Lésungen. Insbesondere ist der Geradenparameter frei setzbar.
(3) g und E sind echt parallel, g liegt nichtin E .
\ Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehdrige LGS einen Widerspruy

Im folgenden betrachten wir die Gerade g und die Ebene E mit:

— —> — e dud — — — — — —>
g: x=P +tu mitu#0 x=Q +rv+sw mitv,w#0
— = —>
bzw. (X—Q)+n°=0
Die folgende Ubersicht beschreibt, wie man die gegenseitige Lage von g und E ermitteln kann

u,v,w linear abhangig
oder uen®=0

(Liegt der Richtungsvektor der Geraden
in der Ebene oder ist er parallel)

— — — —_ — —
det(u,v,w)=0 det(u,v,w)#0
—_ — ja nein — -
ue-n=0 u-n#0
Punktprobe; Gleichungssystem mit 3 )
Gleichungen und 1 Unbekannten PEE? g und E schneiden
(Gerade). oder 3 Gleichungen mit 2 sich in einem Punkt

Unbekannten (Ebene).
( ) Lineares Gleichungssystem mit 3

Gleichungen und 3 Unbekannten.
_V’ ~ Das Ergebnis ist nicht der Schnitt-
punkt, sondern die Parameter fiir die

Ist der Differenzvektor der beiden — —
Aufpunkte ein Vielfaches der beiden P— Q =r

Richtungsvektors. Geradengleichung oder
Ebenengleichung zur Bestimmung
des Schnittpunktes.

g || E gparallel
g liegtinE g¢E Z2uE

@ @ €)

‘ Nachweis mit der Vektorrechnung

— — — — _ - — — —_ — —
det(P-Q,v,w)=0 det(P-Q,v,w)#0 det(u,v,w)#0
—_ = — —_- = — — —
(P-Q)+*n=0 (P-Q)*n=0 ue-n#0
‘ Nachweis mit dem Gaufi'schem Algorithmus
t r S t r S t r S
1 0 4 |0 1 0 4 3 1 0 4 |0
0o 1 2 |0 0o 1 2 0 0o 1 2 |0
0o 0o [0 [0] 0o 0o [0 1] o o [1 [2]
Gerade liegt in der Ebene. Gerade und Ebene sind Eg gibt gingn Schnittpunkt.
Es ist eine einparametrige parallel nicht in Ebene. Eindeutig I6sbar
Lésung mdglich = Die 3. Zeile enthalt
Gerade als Lésungsmenge Widerspruch
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10.1. Schnitrpunkr von Gerade und Ebene ©)

10.1.1. Geradengleichung in Parameterform, Ebenengleichung in ParameTerfoRM

= |5, 1 X 3
X= S |— — -
J g 0 E: x=|g| +u 8+v {1J
0 1 0
— 0 3 -1 — — -1 0 . .
n= [0|X/1| =|3 nou=| 3| o|=3| ==10#0 Gerade und Ebene haben einen Schnittpunkt.
1 10 0 0 0
Schnittgebilde bestimmt man lber Gleichsetzung Gleichungssystem umordnen
-3v= -7
5+ s=-2 +3v s =
7-3s= 0  +1v -3 - V:—g
3+ = 0+1u - - -

s=14; u=3;v=28

Setzt man die Parameter in die entsprechenden Gleichungen ein, erhalt man den Schnittpunkt.

10.1.2. Geradengleichung in Parameterform, Ebenengleichung in Normalenform

A L (=2
{ 8] ol x - { 0} =0 oder als Koordinatengleichung -X,+3x,—- 2 =0
0

Komponentenweises Einsetzen der Geradengleichung in die Koordinatengleichung der Ebene

—(5+s)+3(7-3s)— 2 =-5-5+21-95-2=14-10s=0

_14_7 Einsetzen des berechneten Wertes fir s in die Geradengleichung liefert den
°* 10" 5 Schnittpunkt mit der Ebene.

2 (1) _ (3215
5 =37 |14/
0 3

10.1.3. Schnittwinkel von Gerade und Ebene

Definition:  (Schnittwinkel von Gerade und Ebene)
- F

Wenn sich die Gerade g:;=;+ tU und die Ebene E: (x=p)o
den Schnittwinkel

=0 schneiden, dann gilt fir
Iuon|
lulln]

Fir den Schnittwinkel a gilt : 0° < a <90°

sina =

Bemerkung: Hier taucht das Skalarprodukt mit dem sin auf, was nattrlich nicht korrekt ist. Aber das
Skalarprodukt wird hier mit dem Normalenvektor und dem Richtungsvektor der Geraden
gebildet, damit ist der Winkel der berechnet wird nicht der Winkel zwischen Ebene und
Gerade, sondern zwischen Gerade und Normalenvektor. Fir den tatsachlichen Schnittwinkel
mit der Ebene musste dieser Winkel von 90° subtrahiert werden, aber genau das macht

bereits der sin.
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10.2. Parallele Gerade und Ebene @

10.2.1. Geradengleichung in Parameterform, Ebenengleichung in PArameTerform

— -1 1 — 1 _5 3
g:x=| grs |4 E: x=|0|+u | 64V 2
-7 3 -1 2 -8
- (5 3 52 26 Der Normalenvektor ist bis auf die Lange eindeutig,
n= |g|x/2|=|-3| =-2 |17 deshalb kdnnen gemeinsame Faktoren in den
2 -8 -28 14 Komponenten ausgeklammert und vernachlassigt
werden.
- — [ 26 1 Gerade verlauft parallel zur Ebene oder liegt in der
nou=| 17 |o| —4|=26-68+42=0

Ebene, da der Richtungsvektor und der

14 3 Normalenvektor senkrecht sind.

Zu klaren ist, ob der Punkt der Geraden in der Ebene liegt oder nicht. da bereits der Normalenvektor der
Ebene bestimmt ist, bietet sich an, die Ebene in die HNF zu bringen und in dieser Form die Punktprobe zu
rechnen.

26 R 1 26 -1 1 26 -2
17lolx - | 0] ] =0 17 |o||8 |- | 0| |=|17]°|8 =0
14 -1 14 -7 -1 14| |-6

Der Punkt erflllt die Ebenengleichung, die Gerade liegt in der Ebene.

10.2.2. Geradengleichung in Parameterform, Ebenengleichung in Normalenform

— | -1 1 - |1 -5 3
g:X= 8|*+s |4 E:x=|0|+tu| 6 |+Vv| 2
3 3 -1 2 -8

1. Der Richtungsvektor der Geraden muss senkrecht zum Normalenvektor der Ebene sein..
Dann ist die Gerade parallel zur Ebene.

- — 126 1 Gerade verlauft parallel zur Ebene oder liegt in der Ebene, da
= =26-68+42=0 ’
ned {11} ° {_34} der Richtungsvektor und der Normalenvektor senkrecht sind.

Zu klaren ist, ob der Punkt der Geraden in der Ebene liegt oder nicht. Da bereits der Normalenvektor der
Ebene bestimmt ist, bietet sich an, die Ebene in die HNF zu bringen und in dieser Form die Punktprobe
zu rechnen.

2. Der Aufpunkt der Geraden muss die Ebenengleichung erfullen.
Dann liegt die Gerade in der Ebene

A ERE O R (IR B

Der Punkt erfillt die Ebenengleichung nicht,
die Gerade liegt parallel zur Ebene.
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10.2.%. Abstand einer Geraden zu eiNer Ebene @

Der Abstand einer Gerade zu einer Ebene kann nur
auftreten, wenn die Gerade parallel zur Ebene verlauft.
Damit kann man diese Voraussetzung in die
Uberlegung der Lésung mit einbeziehen.

¢ der Richtungsvektor der Geraden muss eine
Linearkombination der beiden Richtungs-
vektoren der Ebene sein.

¢ der Normalenvektor der Ebene und der
Richtungsvektor der Geraden sind senkrecht.

¢ => der Normalenvektor gibt die Richtung des
senkrechten Abstandes.

Da die Gerade parallel zur Ebene ist, haben alle Punkte der Geraden den gleichen Abstand zur Ebene.
Es reicht also, einen Punkt auszuwahlen und von diesem den Abstand zu berechnen. Deshalb benutzt
man gleich den Aufpunkt der Geraden. Damit reduziert sich das Problem auf die Berechnung des
Abstandes eines Punktes zu einer Ebene gemal dem vorangegangenen Kapitel 7.3.
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10.7%. Gerade iN der Ebene @

10.7.1. Geradengleichung in Parameterform, Ebenengleichung in ParameTerform

— | -1 1 - |1 -5 3
g:X=| g|*ts | 4 E: x=|0|+u|l 6 |[+Vv| 2
LR U
-~ (-5 [3 } -52 26 Der Normalenvektor ist bis auf die Lange eindeutig,
n= |6 |x/2|=|-34| =-2 |17 deshalb kénnen gemeinsame Faktoren in den
{2 -8 {-28} {14} Komponenten ausgeklammert und vernachlassigt
werden.
- _, |26 1 Gerade verlauft parallel zur Ebene oder liegt in der
nou=|17 /0| 4 =26-68+42=0 Ebene, da der Richtungsvektor und der
14 3 Normalenvektor senkrecht sind.

Zu klaren ist, ob der Punkt der Geraden in der Ebene liegt oder nicht. da bereits der Normalenvektor der

Ebene bestimmt ist, bietet sich an, die Ebene in die HNF zu bringen und in dieser Form die Punktprobe
zu rechnen.

ORI R R N A e

Der Punkt erfillt die Ebenengleichung, die Gerade liegt in der Ebene.

10.3.2. Geradengleichung in Parameterform, Ebenengleichung in Normalenform

-1 1 = |1 -5 3
*tS|_4 E: x=|0| +u| 6 |+v]|2
-7 3 -1 2 -8

— {—5} { 3} {-52} 26} Der Normalenvektor ist bis auf die Lange eindeutig, deshalb
n=|g¢ |X =

—

g:x=

34| =-2 117 kdnnen gemeinsame Faktoren in den Komponenten
2 -28 14 ausgeklammert und vernachlassigt werden.

1. Der Richtungsvektor der Geraden muss senkrecht zum Normalenvektor der Ebene sein..
Dann ist die Gerade parallel zur Ebene.

hou= %g o _14 =26-68+42=0 Gerade verlauft parallel zur Ebene oder liegt in der Ebeng, da
14 3 der Richtungsvektor und der Normalenvektor senkrecht sind.

Zu Kklaren ist, ob der Punkt der Geraden in der Ebene liegt oder nicht. Da bereits der Normalenvektor

der Ebene bestimmt ist, bietet sich an, die Ebene in die HNF zu bringen und in dieser Form die
Punktprobe zu rechnen.

2. Der Aufpunkt der Geraden muss die Ebenengleichung erfillen.
Dann liegt die Gerade in der Ebene

1 1 26| (-2
°lls 0| |=/17/°|8|=0
7)1 14) |-6

Der Punkt erfillt die Ebenengleichung,
die Gerade liegt in der Ebene.

26
17
14
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11. Lagebeziehungen zwischen Ebenen

@atz: (Gegenseitige Lage zweier Ebenen) \

Im dreidimensionalen Raum V3 kdnnen zwei Ebenen E1 und E2 drei verschiedene
Lagebeziehungen aufweisen. Die Ebenen seien in Parameterform gegeben.
(1) E1 und E2 sind echt parallel.
Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehdérige LGS einen Widerspruch.
(2) E1 und E2 fallen zusammen, sie sind identisch.
Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehérige LGS unendlich viele
Lésungen. Die Parameter einer Ebene sind vollig frei, unabhangig voneinander setzbar.
(3) E1 und E2 schneiden sich in einer Geraden.

Nach Gleichsetzung der Parameterformen liefert das zugehdrige LGS unendlich viele
\ Lésungen. Die Parameter einer Ebene lassen sich nicht unabhangig voneinander setzey

Im folgenden betrachten wir die Ebenen E, und E, in Parameterform

N - -5 @5 - —

— — — .
E,:x=P +ta +sb mita, b#0 E.: x=Q+kc+ld mitc,d#0

2

bzw. in Normalenform

Die

- - -

E,:(x-P)*n?=0 E,:(x-Q)*n0=0

folgende Ubersicht beschreibt, wie man die gegenseitige Lage von E,und E,

ermitteln kann n1, n2

linear abhangig

— —
n, xn,=0 i - -
v 12 n, xn,#0
Punktprobe; nein
Gleichungssystem mit 3 . .
Gleichungenyund 2 PeE,~ E, und E, schneiden sich
Liegt P haufE, ?
Unbekannten. Iegt Fauch aut &, Lineares Gleichungssystem mit 3
. Gleichungen und 4 Unbekannten.

Ist der Differenzvektor der — _, _, o Das Ergebnis ist, wenn das
bg/den Aufpunkte'eln P-Q-=ta+s Gleichungssystem Iésbar ist eine
Vielfaches der beiden Parameterlésung, damit eine
Richtungsvektors. Gerade.

/ E, " E,
E1 - E2 E1 * E®

Ebenen sind Ebenen sind
identisch parallel

@ @ €)

Nachweis mit der Vektorrechnung

- 5 - — ‘

det(P-Q,a,b)#0

Nachweis mit dem Gaufi'schem Algorithmus

t s k 1 t s k | t s k 1

1 0 4 3 0 1 0 4 3 0 1 0 4 3 0

0 1 2 5 |0 0 1 2 5 |0 o 1 2 5 |0

0o 0o [0 0 |0 0o 0o o0 [0 1] o o [1 3 2]
Beide Ebenen identisch. Die Ebenen sind parallel Es gibt eine Schnittgerade.

Es ist eine zweiparametrige aber nicht identisch. Es gibt eine Parameterlésung =
Lésung mdglich = Die 3. Zeile enthalt Widerspruch Gerade als Lésungsmenge

Ebene als Lé6sungsmenge

‘ © Dipl.-Math. Armin Richter
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11.1. Schnitrgeraden von Ebenen ©)

Alles, was mit Schnittpunkten, Schnittgeraden zusammenhangt heif’t : Gleichsetzen ;
in Ausnahmefallen : Einsetzen

@z: (Beide Ebenen in Parameterform): \

NN - - - - —

— — — — )
E,:x=P +ta +sb mita, b#0 E,: x=Q+kc+Ild mitc,d#0

Sind beide Ebenen in Parameterform gegeben entsteht die Schnittgerade durch Gleichsetzen der
beiden variablen Ortsvektoren der Ebenen:

— — —_ — — —
P +ta+sb=Q + kc +1d

Dabei handelt es sich um ein Gleichungssystem von 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten. Der Gaussche
Algorithmus liefert eine fiir t, s, k eine L6sung abhangig von |. Damit ist die L6sungsmenge eine Gerade.

P, a, b, ¥ G d,
Ei: x=[P, [+t 3 | +s b, Ey x=Q, | +k|C |+] d,
P, a; b, q, C, d,

Satz: (Eine Ebene in Parameterform, eine Ebene in Koordinatenform):

- — — — — — E - =D
E,:x=P +ta +sb mit a, b#0 2t My Xy F Ny, X, + N, X, =

Die Koordinaten x1, x2, x3 des variablen Ortsvektor der Ebene 1 missen die Koordinatengleichung der
Ebene 2 erflllen, deshalb wird der allgemeine Ebenpunkt der Ebene 1 in die Gleichung der Ebene 2
eingesetzt.

n,, (p, +ta, +sb,) +n,, (p, +ta, +sb,) +n,, (p, +ta, +sb,) =D

Dabei handelt es sich um eine Gleichung mit 2 Unbekannten. Die Gleichung ist nach einer der beiden
Variablen t oder s aufzulésen: s=k+mt

(L6sung enthélt eine konstante Zahl k und einen Faktor vor dem Parameter t)

und in die Parametergleichung der Ebene einzusetzen:

- - — —
x=P +ta+(k+mt)b

Das Zusammenfassen aller konstanten Werte zu einem neuen Aufpunkt und das Zusammen-fassen aller mit
t behafteten Werte zu einem neuen Richtungsvektor liefern die Schnittgerade.

— — — — —
x=(P+kb) +t(a+mb)

@tz: (Beide Ebenen in Koordinatenform): \

: = : + + =
E1 : n11 X1 + n12 X2 + n13 X3 D1 E2 ° n21 X1 n22 X2 n23 X3 D

2

Die Schnittgerade enthalt alle die Punkte, die beide Gleichungen erfiillen missen. Die beiden
Ebenengleichungen flihren damit zu einem Gleichungssystem von 2 Gleichungen mit 3 Unbekannten.

n11 X1 + n12 X2+ n13 X3= D
n21 X1 + n22 X2+ n23 X3: D

1

2

Damit besitzt das Gleichungssystem eine Parameterldsung und somit eine Gerade als

\Lésungsmenge /

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden muss in beiden Ebenen liegen, da die Gerade beiden Ebenen angehért.
Damit muss der Richtungsvektor der Schnittgeraden senkrecht zu beiden Normalenvektoren sein !
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11.1.1. Beide Ebenen in ParameTerfORM @

Musterbeispiel

= |4 1 -12 — |15 4 4
E,ix=|q |+s|15| +t| 4 E,:x= 11 [+u|-1|+Vv |1
-1 -2 10 -6 -1 -

4 + s—-12t=15+4u+4v

_ s—12t—4u—-4v=11 t—12s—-4u—-4v="11
11”’25;16“: ;‘ u- v 15s— 4t+ u+ v=0 14s+7u+7v=-165
—1- 2s+10t=-6- u-9v ~2s+10t+ u+9v=-5 112v=7

., |15 4 4 vi1/16
E,ix=|1 |+r|-1/+116| ] us=r
-6 -1 -9
[ 15+ 4
g: x= 1-1/16 +r —1
-6 —9/16 -1
— 12}25 4 Diese Geradengleichung entspricht bis auf das
g: x= +ro| -1 Vorzeichen des Richtungsvektors der Geraden-
=616 ol gleichung des Lésungsweges 1.

Musterbeispiel
[ 1 3 o (2 2 2

E,: x= T+t 2] +52 E,; x=|3 +u|2] +v |1

1 3 1 1 2 3
1+ t+3s=2+2u+2v t+3s-2u-2v=1 t+3s-2u-2v=1
142t+2s=3+2u+ v 2t+2s—-2u—- v=2 —4s+2u+3v=0
1+43t+ s=1+2u+3v 3t+ s—2u-3v=0

v=1

Parameter fir E.: Parameter fiir E,;:

s=%(2r+3)="r+%

t=1-30hr+3%)+2r+2 Vi
=Yat+YVar u=
R 1 1 3 S (2 2 2
E1:X= 1+(%+%r) 2+(1/2r+%) 2 g: Xx= 3+r|2|+1 1
3 1 1 2 3
— | 1+3%+9/4 Yo+ 3/2 - | 4 2
g: X=|1+3/2+3/2|+tr|1 + 1 g: x=|4|+r |2
1+9/4+3/4 32+ % 4 2

S

In beiden Fallen gelangt man zu der identischen Schnittgeraden. Das muss aber nicht sein.

Die Aufpunkte der beiden Geraden missen nicht gleich sein und die Richtungsvektoren
kénnen ein Vielfaches voneinander sein.
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11.1.2. Ebene in Parameterform /Ebene in Normalform @
Normalform von Ebene 1 herstellen
- |15 4 4
1 4 E,ix=1]1 +u|-1+v |1
- -6 -1 -9
E 2 (@) X - 1 =
1 2 -1 0
Parameterform von Ebene 2 einsetzen
1 15 4 4 4L
20 o1 |fu ) +viqi= |1 |50 Daraus entsteht eine Gleichung mit zwei
2 6 -1 -9 -1 Unbekannten.
Ez
1(15+4u+4v-4)+2 (1 -u-v-1) + 2(-6-u-9v +1) =0 Im Normalfall entsteht hier eine Abhangigkeit
1 +0u-16v=0 zwischen den beiden Parametern, die dann beim
Einsetzen in die Ebenengleichung entsprechend
V= 11_6 zusammengefasst werden mussen.
. ) Aus den Anteilen mit dem verbleibenden
EinsetzeninE,: x,=15 + u4 + 4/16 = 1525+ u4 Parameter entsteht der neue Richtungsvektor.
X,= 1 —u — 116 = 15/16-u Hier ist er identisch mit dem ersten
X,=—6 — u —9/16 =-6%,—u Richtungsvektor der Ebene, da der zugehérige
Parameter u bereits beliebig sein darf.
Schnittgerade: 15,25 4
. _)_ 15/ _1
g:x= 16 +u
—6 . —1
Musterbeispiel
1 N 4 (da sich auf der linken Seite das u wieder herausléscht
E- |2 o]lx - 10 =0 wurde die gleiche Ebene nochmals mit einem anderen
! 2 1 Richtungsvektor gerechnet.)
Lo(2] (2] |2 e I
E:x=|-1hu Ol+y |1 s X7 u v
2 2 -1 3 -2 4 3
(2+2u+2v)+2(-1+vVv)+2(-2-u+3v)=6 (2+0U+2V)+2(—1+u+V)+2(-2+4u+3v)=6
-4+10v=6 -4+10u+10v=6
v=1 u=1-v
2 2 2 2 0 2
=1 eyl 0 |1 R B N R I R
g: X P u_1 3 g: X P ( v)4 v3

[ 3 SHEH

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden ist senkrecht zum Normalenvektor der ersten Ebene, also liegt die Gerade
zunachst parallel zur Ebene E,. Fir u = -1 und v = 1 ist der Richtungsvektor der geraden eine Linearkombination der

beider Richtungsvektoren aus E,, also auch parallel zu E,.

Der Punkt (4/0/1) ist zunachst Aufpunkt von E,, liegt aber fir u = 0 und v=1 auch auf E,. Der Punkt (2/0/2) erfiillt die
Ebenengleichung E,: (1/2/2 )o(-2/0/1) = 0 und fiir u = 1 und v = 0 liegt der Punkt auch auf E,, damit auf der
Schnittgeraden
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11.1.%. Beide Ebenen in Normalform @
ax, +bx,+c x,=d,
a2X1 + b2X2 + CZ X3 = d2
Die Anwendung des Gaul¥'schen Algorithmus fuhrt auf das veranderte Gleichungssystem:
a'x, +c' x,=d, [|.a
+b'.x, +c',x,=d, [:b,

= _ Cll1 X3 + dll1
X, ==c",x, + d",
Die Lésung dieses Gleichungssystem ist nicht eindeutig, darf auch nicht, da die Lésung eine Gerade sein
muss. Der GTR rechnet das Gleichungssystem so weit, dass auch in der ersten Zeile an der zweiten Stelle
eine 0 steht. Die dritte Spalte kann er nicht mehr bearbeiten, weil ihm dazu eine Gleichung fehlt.
Ublicherweise setzt man die Koordinaten x, = t und erhalt damit den Parameter fUr die Schnittgerade.

Die Matrix des mit rref( berechneten Gleichungssystems hat folgendes Aussehen:

1 0 Cll1 dll1
O 1 Cl|2 dll2

Die entstandene Matrix besteht weiter aus 2 Zeilen und 4 Spalten. Die beiden Werte fliir ¢ missen mit
umgekehrtem Vorzeichen auf die rechte Seite gebracht werden. Man multipliziert jede Zeile der Matrix
mit einem 4 dimensionalen Vektor (0, 0, —1, 1) (da die Matrix hat 4 Spalten hat, kann sie nur mit einem 4
dimensionalen Spaltenvektor multipliziert werden). Der Faktor 1 an der Position fur ¢ bewirkt, dass der
Wert flr x, = 1 ist, das Minuszeichen davor bringt die Koeffizienten ,auf die rechte Seite®. Die Werte flr

d sind einfach zu Gbernehmen. Die daraus berechneten Werte flr x, und x, sind die zu x, = 1
zugehdrigen Komponenten des Losungsvektors.

Aufpunkr

Alle Werte, die kein t enthalten gehéren zum Aufpunkt und alle Werte, die ein t enthalten gehéren zum
Richtungsvektor. Das kann man sich bei der Berechnung der Geraden zu Nutze machen. Fur die
Berechnung des Aufpunktes bendtigt man kein t, ein Aufpunkt entsteht auch, wenn man t = 0 setzt.
Damit entstehen die x, und x, Koordinaten des Aufpunktes fur x, = 0:

x,=d", ;x,=d", ; x,=0
dll1
Stiitzvektor oder Aufpunkt der Geraden: d",
0

Mochte man den Wert flr x, nicht gleich 0 setzen, weil dadurch etwa Dezimalzahlen entstehen, dann
kann man die Matrix mit einem Vektor (0, 0, —k, 1) multiplizieren und erhalt fir die Komponente x, = k
des Aufpunktes die zugehdrigen x, und x, Komponenten.

RichTungsvekror

Die Bestimmung des Richtungsvektors ist von der rechten Seite unabhangig, da die rechten Seiten niemals
einen Parameter t erhalten werden. Damit kann man fiir den Richtungsvektor die rechten Seiten = 0 setzen

X, ==c", ;X,==c",; x,=1 denn der Wert fur x, ist 1+ t
—C"1
Richtungsvektor der Geraden: —c"
2
0

Mochte man den Wert fir x, nicht gleich 1 setzen, weil dadurch etwa Dezimalzahlen entstehen, dann
kann man die Matrix mit einem Vektor (0, 0, —k, 0) multiplizieren und erhalt fir die Komponente x, = k
des Richtungsvektors die zugehérigen x, und x, Komponenten.

Deshalb kann man die Ergebnismatrix bei der Berechnung des Gleichungssystems einfach mit einer 4 x 2 Matrix
multiplizieren.

0 0 Als Ergebnis erhalt man eine 2 x 2 Matrix, bei der in der 1. Spalte ein Stltzvektor steht und in der
0 0 2. Spalte ein Richtungsvektor. Wenn als irgendwelchen Griinden die Vektoren ,unschén” sind
:Ik E)k kann man sie durch Veranderung der k Werte andern.
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Musterbeispiel
E: x, +2x, +2x,= 4 Ausgangspunkt ist die Koordinatenform der beiden Ebenen. Damit
E,: X, +4x, =19 entsteht ein Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit 3 Unbekannten.
In diesem Gleichungssystem lasst sich mindestens 1 Unbekannte frei
wahlen.

1. LosunGgsweg 2. LosunGgswEg

Farx,=u X, +4x, =-11
folgtaus E,: x, =19 -4u X,— X, =7,5
und aus E;: 19 —4u +2u +2x, =4 Die Variable, die jetzt zum Parameter wird ist x, .
X, ==15/2+u
1 0 4 -1 0 0 -15 -
19— 4u 19 -4 [ - j 0 0 = {85 J
. - N o 1 1 78] 0 0 ,
—75+u 7,5 1 1
-15 4

N
g:x=|85+t|-1
1 1

Setzt man in der Gleichung aus Losungsweg 1 fiir u = 8,5 ein, dann
erhalt man den Stutzvektor dieser Geradengleichung, also ist er auch
ein Punkt auf der Geraden.

In der zweiten Matrix wurden fiir den Parameter x, jeweils eine ,1°

eingesetzt. Deshalb ist an den x, Positionen von Stiitzvektor und
Richtungsvektor ebenfalls eine ,1“ einzusetzen.

7. Losungsweg
E;: x,+2x, +2x,= 4

E,. x, +4x, =19

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden muss in beiden Ebenen liegen. Damit lasst sich der
Richtungsvektor aus dem Vektorprodukt der beiden Normalenvektoren bestimmen. Es ist
dann nur noch ein Stutzvektor fir die Gerade zu bestimmen.

-8 Richtungsvektoren dirfen durch einen konstanten Wert gekirzt werden, da
=2 =1 sich dadurch nicht die Richtung, sondern nur die Lange andert.
Der Richtungsvektor der Schnittgeraden ist senkrecht zu beiden
Normalenvektoren der Ebene, da er in beiden Ebenen liegen muss !

1l
NN =
X

X +4x, =-11 Es bleibt einen Punkt zu bestimmen, der auf der Schnittgeraden und damit in
X,— X, =7,5 beiden Ebenen liegt.
Die Bestimmung des Punktes mit Hilfe der Normalform der Ebenengleichungen,

Aus x, = 0 folgt x,= —11 in Koordinatenform geschrieben

und x,= 7,5
— -1 -4 Die Geraden ist identisch mit den vorhergehenden, der hier angegebene Punkt
g:x=|75tU | 1 kann auf der Geraden von Losungsweg 1 mit dem Parameter u = 7,5 erzeugt werden.
0 1
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11.1.4. Schnittwinkel von Ebenen

Definition: (Schnittwinkel von Ebenen)

Wenn sich die zwei Ebenen E: (x—p) on, =0 und E,: (x—q) o n, =0 schneiden, dann gilt
fur den Schnittwinkel, dass er gleich dem Schnittwinkel der beiden Normalenvektoren ist.

-
_ |n1on2|
cosa=— 2
In,11n,l

Fir den Schnittwinkel a gilt : 0° < a <90°

1 1 Der Schnittwinkel zweier Ebenen ist der Schnittwinkel der
g 4 beiden Normalenvektoren
0
cos a = Schnittwinkel a: 0 < a < 90°

V12422422 12+ 42+ 07

3

bl - —

cos a =
iz / Mot
‘ cos a=
a=4331° niiind
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11.2. Parallele Ebenen @

11.2.1. Beide Ebenen in Parameterform

N 0 1 1 — 1 2 3
E,:x=|-1|+t|1| +s | 4 E,: x=]2/+u|3 +v |7
-1 -1 2 0 1 3

Gleichungssystem erstellen Gleichungssystem umstellen
0 +1t +1s =1+ 2u+3v t+ s—2u-3v=1
-1 -1t +4s =2+ 3u+7v —t+4s-3u-7v=3
-1 -1t +2s =0+ 1u+3v —t+2s—-1u-3v=1
1+1l: 5s—-5u—-10v=4
1+ I 3s—3u- 6v=2
3*' = 54| - 0=2 * Gleichungssystem enthélt einen Widerspruch

* Gleichungssystem ist unlésbar
* Ebenen haben keine gemeinsamen Punkte

11.2.2. Eine Ebene in ParameTerform; eine Ebene in Normalform

- |0 1 1 -4 - 1
E:x=[-1| +t| 1| +s |4 E,: 6| ol x — |2 =0
-1 -1 2 -10 0
Einsetzen der Ebenengleichung 1 in
die Ebenengleichung 2 Zusammenfassung der konstanten Vektoren
- -1 1 1
4 0 1 1 1 4
6 o)1 |+t|]-1]|+s|4 |- |2 =0 6 |o|-3|tt|-1]+s|4 =0
A0 |- A 2 0 1071 -1 2

Skalarprodukt berechnen:

4 (+t+s)+6(-3-t+4s)-10(-1-t+2s)=0 + Gleichungssystem enthalt einen Widerspruch
4-4t—4s—-18-6t+24s+ 10+ 10t -20s =0 * Gleichungssystem ist unldsbar

-4 =0 * Ebenen haben keine gemeinsamen Punkte
11.2.%. Beide Ebenen in Normalform

-4 1
2 0 ] N
E,: |3 o X - -:I] =0 E,: _160 ol x - g =0

Umschreiben der Ebenen in Koordinatenform
2x -3y +5z=-2 —4x+6y—-10z=28
Gleichungssystem erstellen

2x -3y + b5z=-2

—4x+6y—-10z=8 * Gleichungssystem enthalt einen Widerspruch
* Gleichungssystem ist unlésbar
2% + |1 - 0=4  Ebenen haben keine gemeinsamen Punkte
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11.2.4. Abstand paralleler Ebenen

Auch in diesem Fall sind die beiden Ebenen parallel. Damit haben alle Punkte einer Ebene den gleichen Abstand
zur anderen Ebene. Damit wahlt man wieder den Aufpunkt einer Ebene und bestimmt den Abstand dieses

Punktes zur anderen Ebene.
Beide Ebenen haben den gleichen Normalenvektor.

Eine der beiden Ebenen ist in die Normalform zu tberfiihren. Abstandsberechnungen kénnen nur unter Benutzung
des Normalenvektors durchgefiihrt werden. In diesem Fall wurde die Ebene 2 in Normalform Uberfiihrt. In diese
Ebenengleichung ist der Stitzvektor der Ebene 1 einzusetzen und durch den Betrag des Normalenvektors zu

dividieren.
-~ |0 1 1
E1 X=-1] +t -1 +s 4
-1 -1 2
- 0 1
Abstand= 1 g ol l11]-1]2 = 1
V38 |-5 -1 0 V38
Betrag des Stiitzvektor
Normalenvektors von E,

«(-2)= —0,3244

Das negative Vorzeichen macht normalerweise keine Probleme, aulBer bei manchen Lehrern. Das Vorzeichen
richtet sich danach, in welchen Teil des Halbraums der Normalenvektor zeigt und in welchem Halbraum der Punkt
liegt. Deshalb spricht man in der Vektorrechnung bei der Berechnung des Abstandes auch von einem ,orientierten

Abstand®.
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11.%. IdenTische Ebenen @

11.%7.1. Beide Ebenen in ParameTerform

- |0 1 1 — -1 2 3
E,:x=-1] +t|1|+s|4 E,; x=]0/+u|3|+Vv|7
-1 -1 2 0 1 3

Gleichungssystem erstellen Gleichungssystem umstellen
0 +1t +1s ==1+ 2u+3v t+ s—2u—3v=-1
-1 -1t +4s = 0+ 3u+7v —t+4s-3u-7v=1
-1 -1t +2s = 0+ 1u+3v —t+2s-1u-3v=1
1+11: 5s-5u—-10v=0

1+ 1l 3s—-3u- 6v=0

3*|' — 54| : 0=0 * Gleichungssystem ist immer richtig

* Ebenen sind identisch

11.3.2. Eine Ebene in Parameterform; eine Ebene in Normalform

0 1 1 4 -1
N -
E,:x= |1+t 1] +s |4 E:| &6 o_x)— 0 =0
) 2 * 110 0
Einsetzen der Ebenengleichung 1 in
die Ebenengleichung 2 Zusammenfassung der konstanten Vektoren
-4 1
-4 0 1 1 -1 1 1
N -1+t{_1}+s4 -0 | =0 61 ofl-1] *ti1]*s |4 =0
-10 A - 2 0 -10 -1 -1 2
Skalarprodukt berechnen:
4 (1+t+8)+6(-1-t+4s)-10(-1-t+25)=0 + Gleichungssystem ist immer richtig
-4 — 4t - 4S - 6 - 6t + 243 + 10 + 10t - 203 = 0 * Ebenen sind identisch
0 =0
11.3.3. Beide Ebenen in Normalform
2 . 0 -4 R -1
E1: 3 ol x - -1 =0 Ez: 6 ol x - 0 =0
5 -1 -10 0
Umschreiben der Ebenen in Koordinatenform
2x— 3y +5z=—2 —4x+6y—-10z=4
Gleichungssystem erstellen
2x—-3y+ 5z=-2
—4x +6y—10z= 4
2% + 1l : 0=0 * Gleichungssystem ist immer richtig

* Ebenen sind identisch
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12. Spiegelung und ReFlexion

Diese Thema wird nicht immer im Unterricht behandelt, aber teilweise doch Aufgaben dazu gestellt. Der Grund dafir
ist, dass fur dieses Thema die Abstandsberechnung die Grundlage sind und man die Aufgaben als Anwendung der
Abstandsberechnungen ansehen kann. Deshalb ist es nitzlich vorher das Dokument zum ,Abstand zu lesen.
Auflerdem ist fur beide Probleme die Berechnung des Durchsto3punktes eine zentrale Aufgabenstellung.

Im Abitur waren Berechnungen von Spiegelungen noch nicht dran, aber in den Pflichtaufgaben Beschreibungen

verlangt, wie man eine solche Spiegelung rechnen miisste.

Spiegelung

Das Thema Spiegelung trifft fir alle moglichen
geometrischen Gebilde zu, so fir Punkte, Geraden, Ebenen.
Ausgangspunkt der Uberlegung ist immer, dass der
Spiegelpunkt von dem ,Spiegel“ genau so weit entfernt ist,
wie der Ausgangspunkt, aber ,auf der anderen Seite” des
Spiegels liegt. Die nebenstehende Zeichnung zeigt die
Spiegelung einer Geraden an der x -x, Ebene.

Charakteristisch dabei ist, dass alle Punkte, die Gber der x,-
x,-Ebene liegen auf Punkte gespiegelt wird, die unterhalb
der x,-x,-Ebenen liegen und umgekehrt.

Reflexion

Im Gegensatz zur Spieglung bleiben der Reflexion Punkte, die
oberhalb der Reflexionsebene liegen auch oberhalb der Ebene
erhalten. Wie aus der Optik bekannt ist, spielt dabei der
Reflexionswinkel eine wesentliche Rolle. Dieser
Reflexionswinkel wird in der Vektorrechnung als
Geradengleichung angegeben.

Aus der Zeichnung ist die Vorgehensweise zum Berechnen der
Reflexionspunktes zu sehen. Der Reflexionspunkt liegt auf der
gespiegelten Geraden des Einfallswinkels des Ausgangspunkt
und hat vom DurchstoRpunkt der beiden Geraden den gleichen
Abstand, wie der Ausgangspunkt.

Damit hat der Reflexionspunkt folgende Eigenschaften:

e Erist von der Reflexionsebene genau so weit entfernt, wie der Ausgangspunkt.

X, — Achse
Gerade
X, — X, Ebene
gespiegelte
Gerade
Ausgangs- Reflexions-
punkt punkt
@ ®)
Ebene

Spiegelungs-
punkt

e Er liegt auf einer Geraden, die mit der Ausgangsgeraden den gleichen DurchstoRpunkt auf der Reflexionsebene

besitzt

¢ Der Reflexionspunkt ist von diesem DurchstoRpunkt genau so weit entfernt, wie der Ausgangspunkt.
¢ Der Reflexionspunkt liegt auf der gleichen Seite, wie der Ausgangspunkt.
¢ Die Entfernung zwischen Spiegelungspunkt und Durchsto3punkt ist auf der anderen Seite des

Durchstol3punktes abzutragen, um den Reflexionspunkt zu erhalten.
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12.1. Spiegelung eines PunkTes AN eiNner KoordinaTeNebeNE

Spiegelung an der x, — x, Ebene Spiegelung an der x, — x, Ebene

Spiegelung an der x, — x, Ebene

Die x, und x, Komponenten des Die x, und x, Komponenten des Die x, und x, Komponenten des

gespiegelten Vektors sind gleich dem gespiegelten Vektors sind gleich dem  gespiegelten Vektors sind gleich dem

Ausgangsvektor, die x, Komponente Ausgangsvektor, die x, Komponente Ausgangsvektor, die x, Komponente
andert das Vorzeichen. andert das Vorzeichen.

andert das Vorzeichen.

12.2. Spiegelung eines Punktes AN einer KoordinaTenachse

Spiegelung an der x, Achse Spiegelung an der x, Achse

Spiegelung an der x, Achse

Die x, Komponenten des gespiegelten  Die x, Komponenten des gespiegelten

Die x, Komponente des gespiegelten

Vektors sind gleich dem Vektors sind gleich dem Vektors sind gleich dem

Ausgangsvektor, die x, und x, Ausgangsvektor, die x, und x, Ausgangsvektor, die x, und x,
Komponente andert das Vorzeichen. Komponente andert das Vorzeichen.

Komponente andert das Vorzeichen.
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12.3. Spiegelung eines Punkres an eiNner Geraden

Soll ein Punkt an einer Geraden gespiegelt werden, bendtigt man P
unbedingt den FuBpunkt des senkrechten Abstandes vom Punkt P zur
Geraden, den Fulipunkt des Lotes auf die Gerade.

Diese Berechnung wurde bereits beim Abstand eines Punktes 2 PX
von einer Geraden gezeigt. X F

Jetzt berechnet man den Richtungsvektor vom Punkt P zum £ Gerade
FuBpunkt (auf die richtige Richtung achten!) dieser Vektor wird A" u t-

verdoppelt und zum Punkt P addiert. Dadurch erhalt man den "
gespiegelten Punkt P'.

P +PX. =A +t.u b
unter der Bedingung, dass PX_ > u =0

0
Spiegelung eines Punktes AN einer Geraden im R?

Wie bei der Abstandsberechnung eines Punktes von einer Geraden im R® ist hier mehr Aufwand zu treiben, als im
R2. Das liegt daran, dass die notwendige senkrechte Richtung nicht eindeutig festgelegt ist, da zu einer Geraden eine

ganze Ebene senkrecht ist. Deshalb muss hier erst der FuBpunkt bestimmt werden, damit von diesem die
Verbindung zum Punkt P gebildet werden kann.

Dazu kann man die beiden Verfahren nutzen, die schon beim Berechnen des Lotes auf eine Gerade benutzt wurden:

1. Ebene senkrecht zur Gerade und durch P, dann Durchstopunkt durch die Ebene berechnen. Dieser
DurchstofRpunkt ist der gesuchte FuRpunki.

2. Projektion des Verbindungsvektors von P mit dem Geradenstiitzvektor auf den Richtungseinheitsvektor der
Geraden. Der berechnete Abstand ist der Abstand des FulRpunktes vom Aufpunkt der Geraden.

Hier soll der 2. Weg beschrieben werden.
12.3.1. Projekrion des Verbindungsvektors auf den RichtungsvekTor

Zur Auflésung der ersten Gleichung nach t_. missen die Vektoren dieser Gleichung das Skalarprodukt
mit u gebildet werden.

(Warum! Weil nur das sichert, dass bei dem Faktor t_eine reelle Zahl |u|* entsteht, durch die dann
dividiert werden kann.)

Peu+PX_ cu=A-u+t |u]?

was aufgeldst nach t_liefert: t_ = %)_u =[(P=A)owW0]e |1?|

(Was istdas ? : [ (P—A) - u° ] ist eine Projektion des Vektors P — A auf den Vektor u®, und nach der

Geometrie die Lénge von P-A in Richtung u (Interpretation Skalarprodukt). Diese Lénge
multipliziert mit dem Einheitsvektor in Richtung u liefert von A aus genau den FulBpunkt
des Lotes. siehe dazu obige Zeichnung)

X.=A+t u Das bei der Berechnung von t_,noch tbrige 1/\u|” sichert, dass hier das t_ eigentlich

mit dem Einheitsvektor u® multipliziert wird. Was auch so sein muss, da durch die Lénge
von u keine zusétzliche Langenédnderung entstehen darf.

X. — P liefert den Abstandvektor.

MUStGI’bEiSpiEl Der Punkt P ist an der Geraden g zu spiegeln.

-1
~ [8 2 7 — AP =
Geradengleichung: g,:X= |11/*+s8]3 P=17 PoASARS --144
8 1 -6

Projektion auf den Einheitsvektor des Richtungsvektors

-1 8 2
t= (P=A)o Y _ _ =2-12-14 _ =28
P ) |ul t= 4|-111]]|o-L3 14 = 14
-14 8 1
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LotfuBpunkt bestimmen

8 8 1 |2|_/4
= + 0 = 11 W m 3/715
X.=A+tu 8 1 6
%/_/
ue
Hier ist auf die genaue Richtung zu achten! PX_=X_—P
P =P+ 2PXF 7 _3 1
71+2/-2| =3

-6 12 18

12.%.2. Nurzung des projizierten VekTors

Bei dem vorher beschriebenen Lésungsweg wurde schon
auf folgende Gleichungen aufmerksam gemacht, die
entstehen, wenn man den Differenzvektor P — A auf die
Gerade mittels Skalarprodukt projiziert.

P+PX. =A +t u [°u
Peu+PX_cu=Acu+t |u]?
t=(P=Au_rp_py.p. L

F |uf? |ul
setzt man diesen Wert fur t in die Geradengleichung ein,
und bericksichtigt, dass die Division eines Vektors durch
seinen Betrag auf den Einheitsvektor fiihrt, erhalt man fiir
den FuBpunkt folgende Gleichung

x=A + [(P=A)ou]ue

Dieser Vektor fuihrt genau zum FulRpunkt auf der Geraden. Setzt man jetzt den Vektor von A nach F noch einmal in
F an entsteht, wie in der obigen Zeichnung zu erkennen ein gleichschenkliges Dreieck mit P als Punkt der Spitze
und die Seiten von P auf die Gerade sind gleich lang.

Spiegelt man dieses Gebilde an der Geraden erhalt man eine Raute mit gleich langen Seiten und senkrecht
stehenden Diagonalen. Diese Raute liefert einen Weg, den Spiegelpunkt zu berechnen.

A=A +2+[(P=A)>u0]u

Von dem Punkt A' auf der Geraden, der durch die Verdoppelung des projizierten Vektors entstanden ist, ist der
Vektor P — A zu subtrahieren und man gelangt zum Spiegelpunkt.

— (8 2 7
Geradengleichung: 9,:X=[11| *s|3 P=17
8 1 -6

(= =28

FT 14

Diese Werte stammen von der vorherigen Seite.

8 2 0
Berechnung des Punktes A’ A=A+2t w0 =11 + 2 =28 _1_ 3= [-1
F 8 V14 V14 |5 4
%/_/
0 -1 1 u°
Von diesem Punkt A' den Vektor 14— 4= |3
AP = P — A subtrahieren: 4 -14 18
A - AP
Zum Punkt A den Vektor 8 e
PA' = A' - P addieren: 1 *|-8/=13
8 10 18
A + PA

Der auf der vorherigen Seite berechnete Spiegelpunkt
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12.3.3. Berechnung mit Hilfe von Spiegelungsmatrizen

Die Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix kann man geometrisch als Drehung des Vektors im Koordinatensystem
ansehen. Uber geeignete Matrizen ist auf diesem Weg auch eine Spiegelung berechenbar. Der Ausgangspunkt ist der
gleiche, wie in den vorherigen Abschnitten, aber der Losungsweg erfolgt nicht Gber Teilergebnisse einzelner Vektoren,
sondern in einer Zusammenfassung aller Berechnungen in Matrizen und Vektoren.

Spiegelung eines Punktes P an einer Geraden: X=A+tr
Zunachst Berechnung des FuRpunktes Gber das Lot | : F=P+|
FuRpunkt ist auch Geradenpunkt ( r ist senkrecht zu |) A+tr =P+l lor
Aor+tror=Por
t= !P ; A! or
r
t einsetzen und umstellen nach | : A+tr =P+

A—P+ (%)ﬂm [

Berechnen des Spiegelpunktes P=P+2]|
=p+2a-2p+2(F=Rlor,

=p-2(P-A) +2(B=AleT,
=A- (P-a)+2 E=Alet

Komponentenweise Darstellung der Vektoren

A, P, A, "
= A2 - P2 A2 + % ( (P'A)1 r+ (P-A)2 rp+ (P-A)3 3 ) g
A, P, |A, s
A, (P-A), (P-A)r 1 ry+ (P-ALr) 1+ (P-A)T) T,
=|A | - | (PA),| +2 | (P-A)r 1 R+ (P-A)L) 1+ (P-A)) T,
A3 (P-A)3 ' (P-A),r 1 1 o+ (P'A)zrz) ry+ (P-A)3r3) s
A (P-A), (rF (P-A), +(rr) (P-A), * (r,r,) (P-A),
= A2 - (P-A)2 + % (r1 rz (P- A + (rz)2 (P'A)z + (r3r2) (P_A)3
AL LA, TG PA), ) PA), + 0 (PA),
Al ((P-A) () (mr) ()| [(P-A),
= A= [(PA, + 5 ) ©GF ()| | (P-A),
A, \(P-A)y (rr)  (rr) () (P-A),
, (P-A),
A, 2 (r,) (r2r12 (ryr) _ (1) ? 8 (P-A)
- A+ B0 R ) P-A),
A (I’1I'3) (I'2I’3) (rs)z 0 0 1 ( - )3

p = A+[%(r-rT)— E}(P—A)

ror' : Multipliziert einen Spaltenvektor mit einem Zeilenvektor, das Ergebnis ist eine quadratische Matrix
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Auch, wenn die Gleichung auf den ersten Blick nicht sehr freundlich aussieht. Eine solche Rechnung ist nur sinnvoll
mit einen GTR zu rechnen, der Matrizen berechnen kann. Unter diesem Aspekt benutzt die Formel méglichst wenig
verschiedene Matrizen und sie lassen sich bis auf die Einheitsmatrix auch direkt aus der Geraden und dem Punkt
generieren.

Bricht man bei der vorherigen Berechnung die Berechnung an der Stelle ab:
Berechnen des Spiegelpunktes P=P+2]|

und orientiert sich nicht auf die Berechnung des Spiegelpunktes, sondern des Lotfupunktes, dann ergibt sich
folgendes

Berechnen des Lotfulpunktes F=P+ 1|

F=p+ A-p+(E=Rlor,
F=p+ F=RloT g (p_a)

F=P+ [%(r-rT)—E}-(P—A)

gleichzeitig ergibt sich mit F — P der Abstand des Punktes P von der Geraden

F—P=[%(r-rT)—E} *(P-A)

Musterbeispiel Beispiel aus dem Kapitel 12.3.

~, (8 2 7 4 1 3
Geradengleichung: g,:x= |[11|+s|3| P= |7 F=|5| P=| 3| F=-P=|-2
8 1 -6 6 18 12

Ergebnisse aus Kapitel 12.3.
r2=r"or=14 (Quadrat des Betrages des Vektors r)

Die zur Berechnung notwendigen Matrizen und Vektoren :

] 207 37 7 ; 417 87T 217 7 -8 -1
;e(rer)= |37 9M4 34| 2e-Ze(rerl)= |67 127 377 P-A=|7-11 = -4
r 117 3114 1114 27 37 A7 -6-8 -14

Berechnung des LotfuRpunktes:

; 7 27 37 17 [ -1 4
F=P+ |—(rerM)—E +(P=A) = |7 |+ |37 914 3/14| -4
r 6 17 314 1/14)|-14 6

1]
(6]

Berechnung des Abstandsvektors :

1 27 37 7 || -1 -3
F-P=lz(rerM)-E/«(P-A)=/ 37 914 314 || -4 | =| -2
17 3114 114 )| -14 12

Berechnung des gespiegelten Punktes :

) 8 -3/7 6/7 2/7 ) -1 1
P‘=A+[—2(r'rT)— E}(P—A)= 11 |+ | 6/7 27 3T || 4 =3
r 8 27 37 -6I7)|-14 18
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12.4. Spiegelung einer Geraden AN einer KoordinaTenebeNE

Seitenansicht
An den nebenstehenden Ansichten ist zu erkennen, dass die

X, — Achse gespiegelte Gerade die gleiche Projektions-gerade in der x,—x, —
A Ebene besitzt, wie die Ausgangsgerade. Damit missen die x, und
Gerade x, Komponenten des Richtungsvektors mit denen der

Ausgangsgeraden identisch sein (Naturlich nicht in der Lange, aber
man benutzt der Einfachheit halber die gleichen Werte wie bei der

X~ xz‘Ebene Ausgangsgerade).
. AuRerdem muss der Richtungsvektor der gespiegelten Geraden mit
gespiegelte dem Normalenvektor der x,—x,—Ebene den gleichen Winkel bilden,
Gerade wie der Richtungsvektor der Ausgangsgeraden. Damit miissen

beide das gleiche Skalarprodukt bilden, da die x, und x,
Komponenten gleich sind, muss die x, Komponente vom Betrag her
auch mit der x,-Kompo-nente des Richtungsvektors der
Ausgangsgeraden Ubereinstimmen. Aber die x,—Richtung ist genau
; v iy = entgegengesetzt, also andert sich nur das Vorzeichen der x
Draufsicht % Ebene ; % 0 Komponente beim Richtungsvektor. ’

Diese Erkenntnis kann an sich auch bei der Bestimmung des
Aufpunktes zu Nutze machen. Kennt man irgend einen Punkt der
auf der Geraden liegt, behélt man die x, und x, Koordinaten bei und

% — Achse andert bei der x, Koordinate das Vorzeichen. Damit kann man der
2 moglicherweise unschénen Berechnung des DurchstofRpunktes

\ > entgehen.

Durchstof3punkt

V¥ x,—Achse
Musterbeispiel
— 1 3
Geradengleichung: g,:x= 13 |*ts|2
-2 2
1 7
Zwei Punkte auf der Geraden (s=0 ; s=2): P1=|3 pP2= | 7
-2 2
1 7
an der x,-X,-Ebene gespiegelte Punkte: P1'= | 3 P2'= | 7
2 -2
Geradengleichung aus den gespiegelten Punkten:
N 1 6 N 1 3
g':x=|3 | +s | 4 oder auch: g,':x=|3 | +s |2
1 2 -4 2 -2

Schluf¥folgerung: Die Geradengleichung entsteht auch, wenn man einen Punkt spiegelt und beim
Richtungsvektor bei der x, — Komponente das Vorzeichen vertauscht.
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12.%. Spiegelung eiNner Geraden aN einer KoordinaTenachse

Zunachst ist zu klaren, was unter Spiegelung an einer Achse zu verstehen ist. Eine Achse ist keine Spiegelungsebene
im herkébmmlichen Sinn. Dazu soll hier eine Spiegelung an der x, — Achse betrachtet werden.

Seitenansicht

X, —Achse
Gerade

X, — X, Ebene

7~ N

gespiegelte
Gerade

Draufsicht x, — x, — Ebene ; x, =0

Zu jedem x, —Wert auf der x, — Achse kann man eine zur x,-Achse
senkrechte Linie — oder eine parallele Linie zu x,—x, Ebene — zu
der Geraden ziehen. Damit wird eine zur x,-x, Ebene parallele
Gerade definiert, die die x, Achse schneidet. Tragt man jetzt den
Abstand von der x, — Achse bis zur Ausgangsgeraden in die
entgegengesetzte Richtung ab, erhdlt man wieder einen Punkt.

Die Verbindung aller dieser Punkte liefert wieder eine Gerade.
Diese Gerade versteht man unter der an der Achse gespiegelten
Geraden. Daraus folgt die erste Eigenschaft der gespiegelten
Geraden: Ausgangspunkt und gespiegelter Punkt haben die gleiche
X, —Koordinate. Die Geraden selbst missen weder sich noch die x.-

Achse schneiden. Das wird noch einmal an der Draufsicht der x - x,
Ebene sichtbar.

Diese Draufsicht macht weitere Eigenschaften der gespiegelten
Geraden deutlich: Sowohl die x, Koordinate, als auch die x,

Koordinate eines Punktes andern ihr Vorzeichen. Die Projektion
der Geraden in die x, —x, Ebene fiihrt zu einer parallelen Geraden,

das bedeutet, dass die x, und x, Komponenten des

Richtungsvektors gleich sind. Ein anderer Aufpunkt liefert eine
parallele Gerade.

Die Seitenansicht der beiden Geraden zeigt, dass die Gerade fiir
die entgegengesetzten x, und x, Werte genauso steigend oder

fallend ist, wie die Ausgangsgerade.

Musterbeispiel
— 1 3
Geradengleichung: g,:X= |3 |ts|2
—2 2 N X, — Achse
Zwei Punkte auf der Geraden (s=0 ; s=2): )
1 7
P1= 3 P2 = 7
-2 2 X, — Achs

Der Abstand zur x, — Achse bestimmt sich
aus dem Pythagoras: d = N P2+P2

aus der x, und x, Komponente des Punktes P.

an der x,-Achse gespiegelte Punkte: P1' =

Abstand P, : V14
Abstand P,: V102

-1 -7
-3/ P2'= |7
) 2

Geradengleichung aus den gespiegelten Punkten:

, e d
—4| oder auch: 9; *X=
4

o[-
g,:x=|=3|+s

-3 -2 | Richtungsvektors durch 2

{—1} {-3} indem jede Komponente des
+s
-2 2)  dividiert wird.

Schluffolgerung: Die Geradengleichung entsteht auch, wenn man einen Punkt spiegelt und beim
Richtungsvektor bei der x, — Komponente das Vorzeichen vertauscht.
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12.6. Spiegelung Gerade AN einer parallelen Geraden

Damit eine Gerade an einer anderen Geraden gespiegelt werden kann, ist eine Mdglichkeit, dass die beiden Geraden
parallel sind.

Wie bereits bei Spiegelung an einer Koordinatenachse zu sehen war, ist das Ergebnis einer solchen Spiegelung eine
parallele Gerade.

Wenn eine Spiegelung nur stattfinden kann, wenn die
beiden Geraden parallel sind, dann heif3t das auch, dass
die beiden Geraden den gleichen Richtungsvektor
haben.

Damit lasst sich eine Ebene konstruieren, fiir die dieser
Richtungsvektor der Normalenvektor ist. Diese Ebene
wird von beiden Geraden senkrecht durchstoRen und
muss auch von der gespiegelten Geraden senkrecht
durchstofRen werden.

Fir das Erstellen dieser Ebene wird der
Richtungsvektor der Spiegelgeraden benutzt (ist
in dem Fall identisch mit dem Richtungsvektor
der Geraden g) und als Aufpunkt der Ebene der
Aufpunkt der Geraden g,.

Dann wird der Abstandsvektor von x_, nach F berechnet und dieser Vektor noch einmal zum Punkt F addiert.
Damit erhalt man den Spiegelpunkt x_,' des Punktes x_,. Mit diesem Punkt und dem Richtungsvektor a, von g,
kann man die Gleichung der gespiegelten Geraden aufstellen.

Musterbeispiel
-2 3 5 3
g:x=||tt| 2 h:x=|g|+t| 2
1 2 1 2
1. Aufstellen der Hilfsebene in Normalenform :
- 3 -2 3
Aufpunkt: {-6 Normalenvektor: { 2} E: l X - {-6” o [2} =0 3x, +2x, + 2x, = - 16
1 2 1 2
2. Schnitt von h mit E liefert FuBpunkt F :
3-(5+3s)+2 - (9+2s)+2 - (1+2s)=-16 = s$=-3
3. s =—3in h eingesetzt liefert: F(-4|3|-5)
— — —
4, OP*= OP + 2PF
-6 3
-2 -2 -6 * . -
9" :x=12| tt] 2
-6 + 2 9| =12
[ 1 -6} {-11} LB
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12.7. Spiegelung Gerade AN eiNer schneidenden Geraden

Das Spiegeln an sich schneidenden Geraden ist das Gleiche, wie das o a/
Spiegeln an der senkrechten Ebenen der Spiegelgeraden. Dazu soll die :
nebenstehende Zeichnung betrachtet werden. P/

Der Winkel a zwischen der Geraden g die gespiegelt werden soll und der
Geraden, an der gespiegelt werden soll, ist der gleiche, wie der Winkel
von der Geraden, an der gespiegelt werden soll und dem gespiegelten
Bild von g. Das ist die Definition einer Spiegelung.

Aber es sind auch die Winkel der Geraden g und der gespiegelten
Geraden g' mit der zur Spiegelgeraden senkrechten Ebene gleich und
es entsteht dadurch das gleiche Spiegelbild.

Aus dieser Voriiberlegung entsteht der Losungsweg flr die Spiegelung
der Geraden.

e Es wir die zur Spiegelgeraden senkrechte Ebene erzeugt. Dazu
benutzt man den Richtungsvektor der Spiegelgeraden als
Normalenvektor der Ebene und als Aufpunkt fir die Ebene wird der
Aufpunkt der Geraden g benutzt.

¢ Anschliefend wird der DurchstoRpunkt der Spiegelgeraden durch
diese Ebene bestimmt.

¢ Dieser Differenzvektor wird an den Fu3punkt noch einmal
angetragen, so erhalt man den gespiegelten Aufpunkt der Geraden
9;-

e Gemeinsam mit dem Schnittpunkt von g, und der Spiegel-geraden
kann man die gespiegelte Geradengleichung aufstellen, denn dieser
Schnittpunkt muss auch Punkt der gespiegelten Geraden sein.

Musterbeispiel
0 1 4 2
g:x=|1|+t|lo0 h:x=\|2|+t|1 schneiden sich im Punkt S(2 |1 3)
1 1 4 1

1. Aufstellen der Hilfsebene in Normalenform :

Aufpunkt von g Richtungsvektor von h

0 2
x=11 ol1]=0 2X, + X, + X, =2
1 1

0 2
Aufpunkt: { 1} Normalenvektor: { 1 } E:
1 1

2. Schnitt von h mit E liefert FuBpunkt F :
2-(4+2t)+1 - (2+t)+1-(4+t)=2

0
8+4t+2+t+4+1=2 FuBpunkt F : (2)
6t+14=2
6t=-12
t=-2
—)* el —_ 2 0 2
3. OP*= OP + 2PF Richtungsvektor: 11-11]=] 2
3 3 0
0 0 0
1 + 2 -1 = |-1
1 2 3
0 2
die gespiegelte Gerade ist g*:x= -31 +t g
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12.8. Spiegelung von Geraden mit Hilfe von SpiegelungsmaTrizen

Das Spiegeln eines Punktes an einer Geraden wurde bereits beschrieben. Hier soll es nur noch um die Spiegelung
des Richtungsvektors gehen. Natirlich kann man den gespiegelten Richtungsvektor auch aus zwei gespiegelten
Punkten neu bestimmen. Da der Richtungsvektor ein verschiebbarer Vektor ist, kann man sich ihn auch mit dem
FuRpunkt auf der Geraden denken. Auflerdem kann man sich dann die Gerade als Ursprungsgerade denken. Damit
erhalt man die Spiegelung eines Punktes an einer Ursprungsgeraden.

Ursprungsgerade
Spiegelung eines Vektors v an einer Ursprungsgeraden: X=tr
Zunéachst Berechnung des FuRpunktes liber das Lot | : F=v+l
FuBpunkt ist auch Geradenpunkt ( r ist senkrecht zu | ) tr = v+1 lor

tror=vor

_Vvor
t= 2
t einsetzen und umstellen nach | : tr = v+l
vor . —
r2 r=v+|
VOI r—y =|
r2
Berechnen des gespiegelten Vektors vVi=v+2l
vor
=v+2 [ ol v]
r
vor
=2 2 [TV
) r, v,
V= ") (Vir Vo v ) L =Y,
r3 V3
. 2 (v1r1)r1 + (Vzrz)r1 + (v3r3)r1 1
V= rz | (Vg + (V) + (Var)n, | = | Vs

(VP + (v,r,)r, + (v, 1o, v

5 (r)? ool
VT 2 | nh () rgry || V2| =
rry Lo ()?Lv,

V= [%(r-rT)—E}v

Die Matrix, mit der der Richtungsvektor v multipliziert werden muss, ist die gleiche wie die Matrix bei der Punkt-
spiegelung fiir den zu spiegelnden Punkt P. Der Teil fir die Berechnung des Stutzvektors entfallt, da die
Spiegelungsgerade eine Gerade durch den Ursprung ist.

2

< < <

3
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Musterbeispiel
- Parallele Geraden -
zu spiegelnde Gerade Gerade, an der gespiegelt wird
-2 3
iy = 5 3
g:x=]-6/*t 2 h:x=|9| +t| 2
1 2 1 >
-2 3 5 3
P=|-6 v=| 2 A=|9| r=|2
1 2 1 2
‘ 2 (- L T
P =A+[;(r-rT)-Ej-(P—A) V=g (rerm)v v
5 11/9 5/7 517
(rerm) = |57 4/9 4/9
517 4/9 4/9
119 5/7 57 [-7 12 11/9 5/7 5/7 3 3
P =|5/7 4/9 4/9 |+ -15|+ |24 vi=|5/7 4/9 4/9 |+ 2 |-]| 2
517 4/9  4/9 0 1 5/7 4/9  4/9 2 2
181 (12) (-6 6 3 3
Po= 121+ 24| = | 12 v=l4l_l2l= 2
-12 1 -11 4 5 5
. -6 3
die gespiegelte Geradeist 9 - X =| 12 t g
-11
- Schneidende Geraden -
zu spiegelnde Gerade Gerade, an der gespiegelt wird schneiden sich im
0 1 4 2 Punkt S(2]1]3)
g:x=|1|+t|lo0 h:x= |2+t 1
1 1 4 1
0 1 4 2
P=|1|v=|0 A= |2 =1
1 1 4 1
¢ 2 T v‘=L (rerM)v -v
P'=A+|5 (rerM)-E|+(P-A) P
2 11/3 2/3 2/3
= (rerm) = 2/3 13 1/3
2/3  1/3 1/3
11/3 23 23] |4 8 113 2/3 23] [ 1 1
P =| 2/3 13 1/3|¢-1|+]|3 vi=| 23 13 13+ 0 -]0
23 13 13 (-3 7 23 13 13 (1 1
81 (8 [0 2) (1 1
Pt = 4+ 3 = -1 V' o= 1] - 0 |= 1
-4 7 3 1 1 0
0 1
die gespiegelte Gerade ist g*ix= ;31 +t g)
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12.9. Projekrion eines Punkres auf eine Gerade (LotfuBBpunkr)

Projektion eines Punktes P auf eine Gerade :

X=A+tr

Zunachst Berechnung des FulRpunktes ber das Lot | : F=P+1

A+tr =P+l
FuBpunkt ist auch Geradenpunkt f lor
(rist senkrechtzul) Aor+tror=Por

t= !P —2 AI or
r
t einsetzen und umstellen nach | : A+tr=P+lI
A_P+ 1P—A)orr -

r2
Berechnen des Fulpunktes F=P+ 1

F=pP+ A-p+ (B=flet,

F=P-(P-A) + % (rerM)(P-A)

F= P+[% (rerf)— Ej (P-A)

F=A+-L(rerm)y(P-A)

r2

Aulierdem ist F — P der Abstandsvektor des Punktes P zur Geraden und dessen
Betrag der Abstand des Punktes zu Ebene :

F-P= [%(r-ﬁ) —E](P—A)

MusterbeiSpieI Zum Punkt P ist der LotfuRpunkt zur Geraden g zu bestimmen. (Beispiel aus 12.3 )

-1
—~ [8 2 7 - AP =
Geradengleichung: 9,-x= |11 /*8|3 P=17 PoASARS _144
8 1 -6
4
Der dort berechnete LotfuBpunkt fir die Spiegelung war : 5
6
8 2
A=11| =3
8 1
1 27 37 107 | -1 -4
— (rerM)(P-A)=3/7 914 34| -4 |= |-6
r 117 3114 114)|-14 )
1 8 -4 4
F=A+F(r-rT)(P—A)= 11/+]-6|=|5
8 -2 6
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12.10. Spiegelung eines Punkres AN einer Ebene

Soll ein Punkt an einer Ebene gespiegelt werden, hat man gegeniiber der Geraden den Vorteil dass man die
Richtung des senkrechten Abstandes durch den Normalenvektor kennt. Andererseits muss man aufgrund
der Orientierung des Normalenvektors unterscheiden, ob der Punkt auf der selben Seite von der Ebene wie
der Ursprung liegt, oder auf der anderen Seite, wie der Ursprung.

Der Normalenvektor sollte immer so orientiert sein, dass er auf die Seite zeigt, in der der Ursprung nicht
liegt.

Alle Abstandsberechnungen mit Ebenen laufen Gber die HNF oder die Koordinatengleichung der Ebene.

Punkt und Ursprung auf verschiedenen Seite der Ebene
d, = (P-A) ° n°

P

d, nist ein Vektor, der von der Ebene weg zum Punkt P zeigt.

Der von den beiden Vektoren eingeschlossene Winkel ist immer ____ X . Ebene
kleiner als 90°. Damit auch wirklich der Abstand von der Ebene 5
zum Punkt genommen wird, muss der Abstand mit n°

multipliziert werden. d
AuBerdem bendtigt man von P aus die Richtung zur Ebene und @
dann den gleichen Abstand noch einmal in die =4

entgegengesetzte Richtung. Damit erhalt man den Spiegelpunkt
von P durch:

P'=P -2 [(P-A) * n% n°

Punkt und Ursprung auf der gleichen Seite der Ebene

d, = (P-A)~n°
Pl
Die beiden Vektoren n und (P-A) schlieRen einen Winkel von
mehr als 90° ein. Damit liefert das Skalarprodukt einen negativen n Ebene

Wert, weil der cos vor Winkel grofier 90° negativ ist.

Auf Grund dessen ist die Projektion von P-A auf den A | X
Normalenvektor eine Projektion auf -n (siehe Zeichnung). d
Damit zeigt [(P—A) ¢ n°] n® von P aus nicht in die Richtung der /

Ebene, sondern in die entgegengesetzte Richtung. Also muss \'
[(P=A) ° n°] n® vom Punkt P aus Subtrahiert werden, damit die P
Richtung zur Ebene hin zeigt.

P'=P -2 [(P-A) * n°| n° O

n

Musterbeispiel Der Punkt P ist an der Ebene E zu spiegeln.

7 2
Ebenengleichung:  2x, + x, + 2x, = 20 P= {6 } n= [1 } In| =3

1. Abstandsvektor zweimal zu P addieren : P'=P +2 dn,.

Um den Differenzvektor AP auf den Normaleneinheitsvektor zu projizieren misste erst ein Punkt auf der Ebene
bestimmt werden. Deshalb wird hier ein anderer Weg gewahlt. Es wir der Abstand des Punktes von der Ebene
bestimmt und der mit dem Nomaleneinheitsvektor multipliziert.

d=%(27+6+2:9-20)=6 Der orientierte Abstand ist positiv, der Punkt liegt auf der anderen Seite
des Nullpunktes. Der Normalenvektor zeigt auf die Seite, auf der P liegt.

-

7 2
P=P-2dn°=6|-2+6:% | 1
9
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2. Erstellen der Lotgeraden und Bestimmung des Schnittpunktes

Es wird eine zur Ebene senkrechte Gerade erzeugt, die durch den Punkt P geht. P
Damit ist die notwendige Richtung festgelegt. Auf dieser Geraden muss auch der
Spiegelpunkt P' liegen. Der Durchstopunkt der Geraden durch die Ebene ist der
FuBpunkt des Lotes.

n
X
7 2 — ; ‘
P=|6| n=|1| |n|=3 A Ebene
9 2
Geradengleichung: Ebenengleichung: ﬁ@
~ (7 2 X ol2| =
g,:x= g *s|q xolq) =20 °
9) |2 2 ©

Durchstof3punkt durch die Ebene: 2(7+28)+ (6+s)+2(9+2s8)=20

14+4s+6+s+18+4s=20

38 +9s =20

9s =-18
s=-2
7 2 3 -
Xc=P+tu=/6|-2/1|=4 Abstandsvektor PX_: | _o | Hier ist auf die genaue Richtung
9 2 5 F _4 | Zuachten!

7 -4 -1
P'=P+2PX.=| 6 +2|-2|=|2
9 -4 1

3. Neues Koordinatensystem auch Richtungsvektoren und Normalenvektor

Falls die Ebenengleichung nicht in Normalform gegeben ist. Ohne Berechnung des Normalenvektors geht es aber
auch hier nicht.

5 1
Ebenengleichung: E :_x) =gl *ts|0]|+t g
5 -1 -1
7
Der Punkt P ist an der Ebene E zu spiegeln. P= 16
9
2
Normalenvektor und damit senkrechte Richtung: n= 11
2

Die beiden Richtungsvektoren der Ebene und ihr Normalen-
vektor sind linear unabhangig und bilden damit eine Basis
des gesamten Raumes. Um den Vektor P — A in der Basis
dieser drei Vektoren darzustellen ist die Losung eines -1 -1
Gleichungssystems notwendig.

0 2 2
o *tt| otk q]|= P-A=16
2 4

~AODN

Lésung des Gleichungssystems: s=-2;:t=2;k=2

1 ‘2 -2 Vektor in der Ebene vom
0 2|71 4 Stltzvektor zum
1 -1 0 FuRpunkt des Lotes

k ist die Komponente des Vektor P — A in Richtung des -2
Normalenvektors. Setzt man k = 0 erhalt man den Teil
des Vektors, der in der Ebene liegt.

5 -2 3
FuRpunkt = Stlitzvektor + projizierter Vektor F=10/+ 4 =4
5 0 5
3) (7] |4
Vektor ist parallel zum Normalenvektor PF=F_P=|4|-|6|=|2
und damit Abstandsvektor. 5 9 -4
7 -4 -1
gespiegelter Punkt P' P'=P+2PF= g +2 -‘21 = ?

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de


http://www.treff-lernen.de/

Seite 120 Spiegelung und Reflexion

4. Spiegelung eines Punktes mit Hilfe von Spiegelungsmatrizen

Allgemeine Ebene
und Gerade

Spiegelung eines Punktes P an einer Ebene: (x-A)on=0
Zunachst Berechnung der Lotgerade | : l: x=P+tn

(P+tn-A)on=0
(P-A)on+tnz =0
t=_(P—A)on
n2
. - P-A)on
I: F = p-£—>nzo— n
F—P=—%o—n n
P=P+2(F-P)
P—-A)on
p-2 B=Alen,

FuRpunkt ist auch Geradenpunkt
(nist senkrecht zu E )

Berechnen des Lotfullpunktes :

Berechnen des Spiegelpunktes

A+P-A-2 (P=Alon,
n

AL [P-n) | (@A) + (P-AL) N+ (P-A)0) N,
A+ (PeA), | | (P-A)n) 0, + (P-ALN,) N, + ((P-A)n) N,
A [(P-A) | | (P-A)YN) N+ (P-ALN,) N, + (P-A)n)

A P-A (n)? (P-A), +(n,n,) (P-A), + (n;n,) (P-A),
= Al + |[(P-A), | - | (nn,) (P-A), + (n,)? (P-A), + (n,n)) (P-A),
A P-A (n,n,) (P-A), +(n,n,) (P-A), +(n,)* (P-A),

A, (P-A), (n)* (n,ny)  (nyn,) (P-A),
= | Al + (P-A), | - (n,n,) (n,)? (nyny) (P-A),
A, (P-A), (nn;)  (nny)  (ny)? (P-A),
A 100 (n)>  (nn))  (nyny) (P-A),
= A+ [0 1 0|=[(ny) (n)?* (nyn,) (P-A),
A, 0 0 1 (n,ny)  (nn)  (n,)? (P-A),

=A+{E—2§”;—Z”T)} (P-A)

Um A verschobene
Objekte in den Ursprung

x on=0

I: x=(P-A)+tn
(P-A+tn)on=0
(P-A)on+tn? =0
tz_jP—A[on

n2

Ist in der Normalform der Ebene kein Stiitzvektor angegeben, sondern nur der Wert d auf der rechten Seite, dann
entsteht diese d aus einem beliebigen Stltzvektor und dem Normalenvektor. Damit ergibt sich das d aus dem hier

betrachteten Rechenwegaus: A n, +A,n,+An, =d

Damit vereinfacht sich der Ausdruck

n,
%2 (A + AN, +An) e N,

Ny

N
[oX

)
N

> 3 3
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Musterbeispiel
7 2
Ebenengleichung:  2x, + x, + 2x, = 20 P= [g} Normalenvektor : n= | In|2=9
5
1. Unter Benutzung eines Stiitzvektors der Ebene A=10
5

1
Linker Teil fiir die Multiplikation mit dem Stiitzvektor: e (nenT)= |2/9 1/9 2/9

4/9 2/9 4/9
4/9 2/9 4/9

1 4/9 2/9 49 | [ 2 8
Matrix multiplizieren mit P — A : 2.~ (nen")+(P-A)=2- 29 19 2/9 /6| =4
n 49 2/9 49 )[4 8
8 7 -1
Koordinaten des gespiegelten Punktes: — |4 |+ 6| = |2
8 9 1
2. Unter Benutzung des d aus der Koordinatengleichung d=20
n, 2 4/9 2/9 4/9) (7 7
2 -
=& -5 (ne)P+P= 40111 529 19 29 6+ 6
n, 2 4/9 2/9 4/9 | |9 9

8 8/9 -16 8/9 7 -1
44/9|+| -84/9 |+ 6| =2
88/9, |-168/9 9

3. Durch Verschieben der Ebene in den Ursprung

Produkt der Normalenvektoren, bei dem beide Vektoren Einheitsvektoren sein missen.

] n? nn, nn, 1 4 2 4
e nn'=|/nn, n? nn =921 2
nn, nn, n2 4 2 4
173 23 3
1 1 1 4 -8
Sn=E-2—nn"= 9 4 7 -4
n 8 -4 1
8
Ebene in den Nullpunkt verschieben heifl3t um einen Stiitzvektor die Ebene verschieben: |0
2
P-A
7 8 -1 -9 -9 8 -1
6 |- |0|=| 6| diesen Vektor Spiegeln | 2 | und zuriickschieben | 2 | +|0|=| 2
9 2 7 -1 -1 2 1
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12.11. Spiegelung einer Geraden AN einer parallelen Ebene

Bei einer parallelen Geraden zu einer Ebene haben alle Geradenpunkt von der Ebene den gleichen
Abstand und die gespiegelte Gerade hat den gleichen Richtungsvektor. Wenn man einen Geradenpunkte
bestimmt und den dazu gehérenden Spiegelpunkt kann man die neue Geradengleichung aufstellen.

Musterbeispiel Die Gerade g ist an der Ebene E zu spiegeln.

= | 3 1
Ebenengleichung:  2x, +3x,—5x,=—-45 9:X=| ¢ *S |4
2 1

Lotgerade vom Aufpunkt der Geraden g auf die Ebene: *s

x
nd
~
Low
W N

Schnittpunkt der Lotgeraden mit der Ebene (LotfulRpunkt): -4

Abstandsvektor AF = F — A : 1 _ { ﬂ _ 'g

Spiegelpunkt P'= P + 2 AF Alsol-

2
3
2 5 12
-1 1
g 7 1
12 1

Geradengleichung:

x |
1]
+
w

12.12. Spiegelung eiNner Geraden AN eiNner Ebene die die Gerade schneider
12.12.1. Spiegelung eines Punkres und Berechnung des Schnitrpunkres

Bei einer Geraden die eine Ebene schneidet liegt der Schnittpunkt sowohl auf der Geraden, als auch auf der
Spiegelgeraden. Dann muss noch ein Punkt an der Ebene gespiegelt und Gber die beiden Punkte die neue
Geradengleichung erstellt werden.

MUStEI‘bEiSpiEl Die Gerade g ist an der Ebene E zu spiegeln.

-~ |3 2
Ebenengleichung:  2x, +5x,—x,—49=0 9:X= |4 |*S |1

7 -1
9
Schnittpunkt von Gerade und Ebene: 7
4
= |3 2
Lotgerade des Aufpunktes auf die Ebene: I :x= 4| %8 |5
7 -1
5
Schnittpunkt der Lotgeraden mit der Ebene (LotfuRpunkt) : 9
6
Abstandsvektor AF = F — A : 5 3 _ 2
9/ -4 |= |5
6 7 -1
3 2 7 G . . ,— 19 2
Spiegelpunkt P'=A+2AF=| 4 |+2 | 5 = 14 eradengleichung: g':x= 7 +s | 7
7 -1 S 4 -1
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12.12.2. RichtungsvekTtor der Geraden als Linearkombination der RichtungsvekToren der
Ebene und dem Normalenvektor der Ebene darstellen.

1. Ebene in Paramererform Gegeben

— [20 3 -2
Eine mogliche Parametergleichung der unter 8.1 benutzten Ebene: E:x=| 1 |+s|q|+1| 1
0 1 1
Geradengleichung wie unter 8.1.
2
Normalenvektor der Ebene: n | 5
-1

Die Richtungsvektoren der Ebene und der Normalenvektor der Ebene sind drei linear unabhéangige Vektoren und
damit als Basis des R® geeignet. Der Richtungsvektor der Geraden soll jetzt in dieser Basis dargestellt werden:
Linearkombination des Richtungsvektor der Geradengleichung mit den Richtungsvektoren der Ebene und dem
Normalenvektor der Ebene

3| [-2 2] (2
Sl *t qtki5 =1
1 1 TN

Lésung des Gleichungssystems: s=0;t=-2/3;k=1/3

Interpretation des Ergebnisses:

2 11 (0 0
Der Vektor | 1 |der beziiglich der Basis | 0| , 1 | und | 0 | die angegebene Komponentendarstellung hat
-1 0] (0
3| (-2 2
hat bezuglich der Basis | -1|,| 1 |und | 5
1 1 -1
0
die Komponentendarstellung | —%
Va
Bezlglich dieser neuen Basis hat der gespiegelte Richtungsvektor die gleichen 3 -2 2
Komponenten fir die beiden Richtungsvektoren der Ebene, aber das S| 1|7t t 11~ k 5
entgegengesetzte Vorzeichen fiir die Komponente des Normalenvektors. 1 1 -1
3 ) -2 \ 2 2
Neuer Richtungsvektor: Ol-1|-% 1 |-"% |5 =7
1 1 -1 -1

Der Richtungsvektor entspricht dem Richtungsvektor aus 8.1.

Als Stitzvektor der Geraden wird der Schnittpunkt der urspriinglichen Geraden mit der Ebene benutzt.

2. Ebene in KoordinaTenform Ggegeben

Es ist allgemein bekannt, wie man von zwei Richtungsvektoren einer Ebene zum Normalenvektor der Ebene kommt.
Wenn aber die Ebenengleichung in Koordinatenform gegeben ist, bendtigt man zwei Richtungsvektoren, die linear
unabhangig sind (nicht parallel) und beide senkrecht zum Normalenvektor stehen. Der uUbliche Rechenweg ist sehr
aufwendig Uber die Bestimmung von 3 Punkten und die daraus erstellte Parametergleichung. Das geht auch mit
weniger Aufwand. Dazu soll wieder die obige Ebene in Koordinatenform benutzt werden und die gleiche Gerade.

-~ (3 2
Ebenengleichung:  2x, + 5x,—x,—49=0 9:x= ‘; TS 11

(aus der Aufgabenstellung 12.12.1. vorhergehende Seite)
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2
Der Normalenvektor der Ebene: n | 5
-1

Gesucht sind zwei Vektoren, die senkrecht zu diesem Vektor sind und nicht parallel. Dazu setzt man

eine Komponente Null, vertauscht die beiden anderen Komponenten und wechselt bei einer
Komponente das Vorzeichen.

1
1. Richtungsvektor : | 2. Richtungsvektor : 1
2 5

Diese beiden Vektoren sind nicht parallel und senkrecht zum Vektor n.

Bleibt noch die Aufgabe einen Punkt zu bestimmen: ~ 2x, + 5x,—x,-45=0

0
9 erfillt die Ebenengleichung.
0
— [0 1 0
Damit ergibt sich folgende Parameterdarstellung der Ebene E:x=l9g +s|g|*t 1
0 2 5

Die Darstellung des Richtungsvektors der Geraden in der Basis der Richtungsvektoren und des Normalenvektors

1 0 2
sl *tt|q |+k g =14 s=4/3 ;t=-2/3 ; k=1/3
2 5 -1 -1
Der gespiegelte Richtungsvektor mit umgekehrtem Vorzeichen von k:
1 0 2 2/3
4319 |—23|1 | =13|5 |= ~7/3
2 5 -1 -1/3
Da es sich um einen Richtungsvektor handelt, kann seine Lange verandert werden. 7
Multiplikation mit 3 erzeugt folgenden Vektor: 1

Der Richtungsvektor der gespiegelten Geraden.

12.12.3. Spiegelung eines RichtungsvekTors an einer Ebene mit SpiegelungsmaTrizen

Ursprungsebene
Spiegelung eines Vektors v an einer Ursprungsebene: xon=0
Zunachst Berechnung des FuBpunktes lber das Lot | : F=v+tn
FuBpunkt ist auch Ebenenpunkt (v+tn)on=0
von+tnon=0
t in Geradengleichung einsetzen : Foyo V_Onzn

vi=v+2(F-v)

Berechnen des gespiegelten Vektors N [v _ v Ezn n— v}

von
2 2

v‘=[E—%2(n-nTﬂv

vi= v - n
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M usterbeispiel (aus der Aufgabenstellung 12.12.1.)

zu spiegelnde Gerade Ebene, an der gespiegelt wird
- |3 2 2x, + 5x,—x, =49
g:X=1|4|*s |1
7 -1
3 2 5 2
P=\4 v=| 1 A= |9 n=|5 d=49 n?=30
7 -1 1 -1
Pz -2 (nent S R
= -z (nen")(P-A)+P ViE- s (nenT) vty
1 2/15  1/3 -1/15
— (nen")= 1/3 5/6 -1/6
n - 115 -1/6 1/30
215 1/3 -1/15](-19 3 2115 1/3 -115]|(2 2
P =- 1/3 5/6 -1/6 3 |+ 4 vi==-2| 1/3 5/6 -1/6 1)+ |1
-115 -1/6  1/30|( 7 7 -115 -1/6  1/30 | (1 -1

4 3 7 -11/3 2 2/3
P=[10| +/4 |=|14 vi=| 313+ 1|=]-21/3
2 7 5 2/3 -1 -1/3

2
Spiegelpunkt P multipliziert mit 3: |-7
-1
. — | 7
Geradengleichung: g:x= 14| *s |.7
5 -1
Untersuchung der Spiegelungsmatrix
2/15  1/3 -1/15 Eine Spiegelungsmatrix ist immer eine symmetrische Matrix .
A = 1/3 5/6 -1/6 Fir solche Matrizen gilt die Beziehung: AT=A

- 115 -1/6 1/30

Vertauscht man Zeilen und Spalten, bzw. spiegelt die Matrix an der Hauptdiagonalen, entsteht die gleiche
Matrix.

113

-1/15
-1/6

1/3

- 115 -1/6

Hauptdiagonale der Matrix

wenn man aus der Matrix den Faktor 1/n? ausklammert, dann ergibt sich folgendes Matrix:

1 4 10 -2
2010 26 -5
30 2 5 1

Die Determinante dieser Matrix ist 0. Damit ist ein Gleichungssystem mit dieser Matrix nicht eindeutig l6sbar,
sondern hatte eine Parameterldésung.

Es soll zunachst das homogene Gleichungssystem betrachtet werden, bei dem die rechte Seite 0 ist.

4 10 -2 | [V 0
10 25 5|V, =0

2 5 1 A 0
1 25 -05
Der GaulRsche Algorithmus liefert folgendes Ergebnis: 0 0 0
0 O 0
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1 25 -05
Die Matrix |0 0 0 liefert zwei Nullzeilen, was dazu flihrt, dass man zwei Variable beliebig wahlen kann.
0 0 0

-2,5 0,5
v,=t;v,=s flhrt zu v, =-2,5t+0,5s, oder in Vektorschreibweise: t[ (1) } *s { ?}

Geometrisch handelt es sich bei der Ldsungsmenge um eine Ebene, die durch den Ursprung geht, da sie keinen

Stutzvektor besitzt. Um die Ebene genauer zu beschreiben, wandelt man die Parametergleichung in eine
Normalengleichung:

1

Normalenvektor n: | 2,5 | Dieser Vektor ist senkrecht zu beiden Richtungsvektoren.

-0,5
2
Zur Vermeidung von Dezimalzahlen multipliziert man ihn mit2: | 5
-1

Was zu folgender Ebenengleichung fihrt:  2x, + 5x, —x, =0

Die Ebene, an der gespiegelt wurde lautet :  2x, + 5x, — X, = 49

Die Lésung des Gleichungssystems beschreibt die Spiegelungsebene,
aber in den Ursprung verschoben.

3 2
R
Die Ebene und die Gerade besitzen einen Schnittpunkt. g-x= ‘7" ts 11 2X, + 5X, =X, =49
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12.12.4. Spezialfall Spiegelung einer Geraden AN einer KoordinaTenebene

Die Aufgabenstellung wurde bereits in 12.4 mit den elementaren Methoden der Vektorrechnung behandelt. Hier soll
das Thema noch einmal aufgegriffen werden unter Benutzung der Spiegelungsmatrizen. Die Formeln fiir die
Spieglung eines Punktes und eines Richtungsvektors an einer Ebene sind die folgenden:

. nen’ olE_ 2 h.
P=A+£E—2(?2)] (P-A) V—[E nz(n nTﬂV
0 0
Fur eine Spiegelung an der x, - x, — Koordinatenebene istn= |0 | und A=|0
1 0
000 000 100
unddamitnen™= |0 0 0| und2+nen"={0 0 0| undE-2+nen"=/0 1 0
001 002 0 0-1

Musterbeispie| (aus Kapitel 12.4 )

— (1 3 100 ; ;

Geradengleichung: 9, %x= [_32} *s g P= 8 8 _(1) ) - 2
1003 3

vi=|010]||2 =2

00-1)(2 2

12.12.%. Spezialfall Spiegelung einer Geraden AN einer KoordinaTenachse

Die Aufgabenstellung wurde bereits in 12.5 mit den elementaren Methoden der Vektorrechnung behandelt. Hier soll
das Thema noch einmal aufgegriffen werden unter Benutzung der Spiegelungsmatrizen. Die Formeln fiir die
Spieglung eines Punktes und eines Richtungsvektors an einer Geraden sind die folgenden:

P‘=A+[%(r-rT)— E}(P—A) v‘=[%(r-rT)—E}v

[oNoNe)

0
Fir eine Spiegelung an der x, — Koordinatenachse istr =| 0 | und A =
1

und damitrer’ = und 2 erer’ = und2erer—E=

coo
coo
~oo
coo
coo
N oo
OO -~
olo
~oco

Musterbeispiel  (ausKapitel12.5)

Spiegeln an der x, — Achse .
-2 2

-1 01 -1 -1 0 0|(3 -3
P'=10-10||3|=|-3 vi=|10 1 0|2 =2
0 1) \-2 -2 0 0 1)(2 2

— 1 3
Geradengleichung: g,:x= |3 | +s|2
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12.1%. Projekrion einer Geraden auf eine Ebene

Die gleiche Aufgabestellung wurde bereits in Kapitel 8.2.
behandelt. Hier soll die Aufgabenstellung noch einmal mit

den Spiegelungsmatrizen behandelt werden.

Projektion einer Geraden auf eine Ebene:
Ebenengleichung mit Stiitzvektor und Ursprung :

Projektion eines Punktes/Richtung auf eine Ebene:

Zunachst Berechnung der Lotgerade | :

FuRpunkt ist auch Geradenpunkt
( nist senkrecht zu E )

Berechnen des Lotfullpunktes :

Pl P, - A,
Ft P = (nem) P- A,
Py P, - A
=A+P—A—# (nen’)(P-A)
A, P - A, 1 P, - A,
F=|A, |+ |P,-A,| 5 (nen)P-A
A, P,- A, Py= A
A, 1 P, - A,
F=|A, |+ [E —F(n'nT)} P,- A,
A, P, - A,

F=P- L (nen)(P-A)

F= A+[E—%2 (n-nT)}(P—A)

AuRerdem ist F — P der Abstandsvektor des Punktes P zur Ebene und dessen

Betrag der Abstand des Punktes zu Ebene :

F-P=- # (nenT)(P-A)

Projektion des
Stltzvektors

(x-A)on=0
P
l: x=P+tn
(P+tn-A)on=0
(P-A)on+tnz =0
t=- (P=A)on

n2

|:F=p_u20_nn

n

Projektion des
Richtungsvektors

xon=0
v
l: x=v+tn

(v+tn)on=0

von+tnz =0

=-1/n2(von)en + v

1 u
= - (nen)lv, f+y
V3
- 1 T
=V - (nen™) v

www.treff-lernen.de

© Dipl.-Math. Armin Richter


http://www.treff-lernen.de/

Spiegelung und Reflexion Seite 129

Musterbeispiel

- (12 30
In Kapitel 8.2. wurde folgendes Beispiel behandelt mit einer projizierten Geradengleichung g': X~ [-2} +1 {7 }
-23 41

zu projizierende Gerade Ebene, in die projiziert wird

TEg g -l

2

24 18 1
P=|26| v= |35 A=l 0 . ;’
-19 45 0 1
P‘z_#(n.nT)(P_A)‘LP V=—%2(n-nT)v+v
9/59 -21/59 - 3/59
A (nenT)= |-21/59 49/59  7/59
n -3/59  7/59  1/59
9/59 -21/59 -3/59 |(-25) [-24 9/59 -21/59 -3/59 |(18) (18
P'=-|-21/59 49/59 7/59 || 26 | +| 26 v'=-|-21/59 49/59 7/59 || 35|+ |35
-3/59  7/59 1/59 |-21) (-19 -3/59 7/59 1/59 || 45 |45

12) (24 12 12) (18 30
P'=|-28/+|26|= |-2 vi=|-28| +|35|= |7
4 9 -23 -4 45 41

— (-12 30

X=] 2|+t 7

[-23} LJ
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12.14. Spiegelung einer Ebene an einer schneidenden Ebene

Bei Ebenen die sich schneiden muss die Schnittgerade
auch in der gespiegelten Ebene liegen. Damit ergibt sich fur
die gespiegelte Ebene ein Aufpunkt und ein
Richtungsvektor. Der zweite Richtungsvektor entsteht,
wenn man einen Punkt der Ebenen an der Spiegelebene
spiegelt und einen Richtungsvektor zwischen
dem Aufpunkt der Schnittgeraden und des
gespiegelten Punktes erzeugt.

Musterbeispiel
Die Ebene E ist an der Ebene H zu spiegeln.
Ebenengleichung E:  7x, —5x,-3x,=0 Ebenengleichung H: 2x, —x,—x,—1=0

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden ist das Vektorprodukt der beiden Normalenvektoren. da der
Richtungsvektor in beiden Ebenen liegt, muss das Skalarprodukt zu beiden Normalenvektoren 0 sein. Damit ist noch
ein Punkt zu finden, der auf beiden Ebenen liegt und damit auch auf der Schnittgeraden.

7x,—5%x,—3x,=0
2%, — X,— X, =1 [(=3)

7x,—5%,—3x,=0
—6x, + 3x, + 3x, = -3

fir x, = 1 und x, = — 1 ist die zweite Gleichung I6sbar.
7x, - 5%, - 3x,= 0 fur die erste Gleichung ergibt sich: =7 -5 -3x, =0
X, — 2X, =_3 mit der Losung x, =—4

daraus ergibt sich ein Aufpunkt (=1/ 1/ 4) und mittels Richtungsvektor folgende Geradengleichung:

[ 2
g:x= {1 *t 1
-4 3

Als nachstes ist ein Punkt auf E gesucht, der dann an H gespiegelt wird. Dieser Punkt darf nicht auch noch auf g
liegen, bzw. darf er kein Punkt von H sein, was das gleiche bedeutet. Fur diesen Punkt gibt es zunachst jede Freiheit,
er muss nur die Ebenengleichung von E erfiillen. Welcher Spiegelpunkt danach herauskommt, kann man hier noch
nicht erkennen, so dass bei einem ungiinstig gewahlten Punkt durchaus ein unhandlicher Spiegelpunkt heraus-
kommen kann. Am einfachsten lasst sich ein Punkt bestimmen, bei dem eine oder zwei Koordinaten gleich 0 sind. Hier
soll der Punkt P,(0/ 3/ —=5) gewéhlt werden, obwohl in dem speziellen Fall auch der Ursprung (0/0/0) méglich wére.

Dieser Punkt ist an der Ebene H zu spiegeln.
Orthogonale Gerade zu H, die durch den Punkt P, geht:

— |0 2
I: x= 3] +r| 4
-5 -1

Bestimme den Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ebene H:
2(2r)— B=r) =(-5-1r=1
4r—3+r+5+r=1

6r+2=1
r=—1/6
- 1/3
Dieser Wert fur r liefert den DurchstoRpunkt D : 19/6
-29/6
-1/3
Als Abstandvektor ergibt sich: D — P2 = ug
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- 2/3
Diesen Vektor zweimal zu P, addiert liefert den gespiegelten Punkt P, 12@
-1 -
Aus dem Aufpunkt der Schnittgerade | 1 |und dem hier berechneten zweiten Punkt P2’
4
-1 -2/3 -1/3
ergibt sich der zweite Richtungsvektor: | 1 | — |10/3 |~ |-7/3

-4 -14/3 213

-1
Richtungsvektoren kénnen in ihrer Lange verandert werden, so dass als Richtungsvektor der Vektor | _7

maoglich ist. Damit entsteht endgultig als gespiegelte Ebene:

—=_ (-1 2 -1
Eix=] [+t q|*s 7
-4 3 2

Spiegelung einer Ebene an einer anderen mit Hilfe von Spiegelungsmatrizen

Um eine Ebene an einer anderen Ebene zu spiegeln kann man folgende Uberlegung umsetzen: Eine Ebene
kann man sich als ein Gebilde aus zwei Geraden vorstellen. Damit muss man aus der Ebene einen Punkt

spiegeln und zwei Richtungsvektoren. Dann kann man die Ebene wieder als Ebene in Parameterform
zusammensetzen.

Ebenengleichung E:  7x, —5x,—-3x,=0 Ebenengleichung H: 2x, —x,-x,—1=0
— 0 3 1
E:x=]g3|+s g|+t 2
-5 7 -1

ist eine mdégliche Parameterdarstellung der Ebene

0 - 2/3
Das ist der im obigen Abschnitt bereits berechnete Spiegelpunkt P, von | 3 | : 10/3
-5 —14/3
32/3 11 Fiir s=1;t=6 ergibt sich aus den oberen beiden
Spiegelung des 1. Richtungsvektors :| - 1/3 -1 Richtungsvektoren der gespiegelten Ebene dieser
6 2/3 20 Richtungsvektor. Damit ist es die gleiche Ebene.
113 1 : N o
Spiegelung des 2. Richtungsvektors : | 2 1/3 7 Dieser Vektor ist mit dem obigen identisch.
-2/3 -2
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12.1%. Zusammenfassung von Spiegelungs- und ProjekTtionsmaTRizeN

Gerade Ebene
e NnT
Spiegelung P'= A+ [%(r'ﬂ)— EJ(P—A) P‘=A+[E—2§%)} (P-A)
eines Punktes T
an..... P‘=P+2[%(F'I’T)— E}(P—A) P = P—ZK%)(P-A)
Kapitel 12.3.3. Kapitel 12.10 Lésung 4

Gespiegelter Richtungsvektor an einer Ebene

einer Richtung ) 2
an..... V:[F(rorT)—E}V V‘=[E—%2(n‘n-rﬂv
Kapitel 12.8 Kapitel 12.12.3
F=A+%(r-rT)(P—A) F=A+[E—#(n-nT)}(P—A)
LotfuBpunkt 1
F=P+[;(r-rT)— E}(P—A) F=P- L (nen)(P-A)
Kapitel 12.9. Kapitel 12.13
Projizierter Richtungsvektor in die Ebene
v‘=[E —i(n~nTﬂv
n2
Kapitel 12.13
Abstand F—P: | F= P=|-L (rer)- E| (P-A) F-P=-L (nent)(P-A)
r n2
Kapitel 12.9 Kapitel 12.13
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1%. Scharrenberechnung
1%.1. Vekrorielle Grundlagen

1%.1.1. Der Winkel zwischen zwei VekToren

Ausgangspunkt dieser Untersuchungen sind fundierte Kenntnisse zur

Geometrie des Skalarproduktes. In der Hauptsache sind Skalarprodukte

zwischen den Normalenvektoren von Ebenen und Richtungsvektoren n
von Geraden zu bestimmen. Hierzu sollen die Winkel zwischen den

Vektoren betrachtet werden.

Nor a
cosa= r
In Ir|

Uber diese Formel wird der Winkel zwischen dem Normalenvektor und dem S
Richtungsvektor berechnet. Aus dem Funktionsbild des cos ist bekannt, S,

wenn dieser Wert > 0 ist, dann liegt der Winkel zwischen 0 und 90°, wenn \
der Wert < 0 ist, liegt der Winkel zwischen 90 und 180° . Bei diesen

Betrachtungen darf nicht mit dem Betrag gerechnet werden, weil dann

diese Zusammenhange verloren gehen.

1%.1.2. Die Orientierung des Normalenvekrors

In dem rechts angegebenen Beispiel ist der Winkel kleiner als 90° und damit das Skalarprodukt positiv. Das heift
aber auch, dass der Normalenvektor und der Richtungsvektor der Geraden auf die gleiche Seite der Ebene
zeigen. Auf diese Art und Weise kann man den Normalenvektor ausrichten. Der Normalenvektor einer Ebene ist
nicht eindeutig. Nur die Richtung ist eindeutig, die Lange ist nicht eindeutig und die Orientierung ist nicht
eindeutig. Zeigt der Normalenvektor auf die andere Seite der Ebene, ist er anders orientiert, die Richtung ist
nach wie vor die gleiche, das Skalarprodukt hat den gleichen Wert, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen, der
Schnittwinkel ist dann 180° — dem Winkel der bei dem positiven Wert sich ergibt.

Geht man davon aus, dass die Richtung der Geraden die Richtung der Lichtstrahlen ist, kann man die Ebene so
orientieren, dass der Normalenvektor in den gleichen Halbraum der Ebene zeigt, wie der Richtungsvektor der
Geraden oder er zeigt in den entgegengesetzten Halbraum. Um den Normalenvektor eine andere Orientierung
zu geben missen nur vor allen Komponenten die Vorzeichen geédndert werden.

(Jede Ebene teilt den dreidimensionalen Raum in zwei Teile. Diese beiden Teile werden Halbraume bezeichnet.)

Jetzt bleibt die Frage, in welche Richtung zeigt der Normalenvektor, den man berechnet hat. Dazu gibt es nur eine
Aussage uber den Koordinatenursprung. Die allgemeine Form einer Koordinatengleichung lautet:

ax+by+cz=d

wobei die Werte a,b, ¢ die Komponenten des Normalenvektors sind und x,y,z die Koordinaten eines
Ebenenpunktes. Aussagen uber die Orientierung gibt der Wert d.

Ist d eine positive Zahl zeigt der Normalenvektor in den Halbraum, in dem der Koordinatenursprung nicht ist.
Ist d eine negative Zahl zeigt der Normalenvektor in den Halbraum, in dem der Koordinatenursprung ist.

Der Wert von d ist ein MaR fir den Abstand der Ebene zum Koordinatenursprung. Dividiert man d durch den
Betrag des Normalenvektors, erhalt man den tatsachlichen Abstand der Ebene zum Koordinatenursprung.

Fir Aufgaben im Zusammenhang mit Schattenberechnungen sind deshalb Skizzen sehr nitzlich um zu
bestimmen, welche Richtung des Normalenvektors man bendtigt.

Bei Schattenberechnungen ergibt sich auch die Frage, welche Ecken und Kanten erzeugen den Schatten und
welche Ecken und Kanten werfen ihren Schatten ,in den Kérper” und sind deshalb auRen nicht als Schatten
wahrzunehmen.

Wie verlauft der Schatten, wenn er wieder auf eine schrage Ebene fallt.

16.1.3. Die Parallelprojekrion

Parallelprojektion entsteht durch parallele Lichtstrahlen. Physikalisch wird dieser Vorgang durch Benutzung von
Sonnenstrahlen erreicht. Fir die Vektorrechnung wird ein Vektor benutzt, der die Richtung des Lichts darstellt.
Die Schatten erzeugenden Geraden haben dann alle diesen gleichen Richtungsvektor und die Aufpunkte werden
durch diejenigen Punkte am Kérper bestimmt, von denen der Schatten berechnet werden soll.

Diese Geraden bilden dann einen Schnittpunkt mit der Ebene, auf der der Schatten entstehen soll. Diese Ebene
muss nicht notwendig eine Koordinatenebene sein, auf alle Falle ist dieser Schnittpunkt der auf die Ebene
projizierte Schattenpunkt.
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Hier soll das Problem zunachst allgemein angegangen werden. Es handelt sich um den Schnittpunkt einer Geraden
mit einer Ebene. Der Einfachheit halber soll die Ebene in Koordinatenform vorliegen, sonst muss sie in diese
Koordinatenform Uberflihrt werden.

Ebenengleichung in Normalform: xon=d

N
Geradengleichung in Parameterform: x=P+tr

N
Der Punkt P ist der Punkt, von dem der Schatten erzeugt werden soll.

(F+ t r_> o n_)= d Den Schnittpunkt erhalt man durch Einsetzen der
Geradengleichung in die Ebenengleichung an
—
Stelle des Vektors X :
— — - —
Pon +tron =d Ausmultiplizieren der Klammer
—_ — .
d-—Pon Da Skalarprodukte reelle Zahlen sind, kann man auch
t= ——— durch diese Werte dividieren und damit kann man die
ron Gleichung nach der Variablen t auflésen.
— —
5) = F + d-Pon ? Dieser Parameterwert t ist genau der Parameterwert, der zum
T’ O;’ Schattenpunkt P' auf der Geraden fiihrt.

1%.1.4. Die Zentralprojekrion

Zentralprojektion entsteht durch Lichtstrahlen aus einer punktférmigen Lichtquelle. Physikalisch wird dieser
Vorgang durch Benutzung einer Lampe erreicht. Fur die Vektorrechnung ist die Position dieser Lampe der eine
Punkt L, der auf der Geraden liegt, die zum Schattenpunkt fiihrt. Der andere Punkt P ist der Punkt, dessen
Schatten erzeugt werden soll. Damit sind die Richtungsvektoren fir alle Punkte verschieden, aber sie werden
fur alle Punkte aus P — L berechnet. Als Aufpunkt dieser Geraden kann sowohl der Punkt der Lichtquelle als
auch der Punkt, dessen Schatten erzeugt werden soll, benutzt werden.

Der Schattenpunkt ist wieder der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ebene, auf die der Schatten geworfen wird.

Die Formel der Berechnung ist die gleiche, wie bei der Parallelprojektion mit dem Unterschied, dass der
Richtungsvektor r fiir jede Gerade einzeln aus P — L zu berechnen ist.
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1%.2. Die Scharrenberechnung
1%.2.1. ScharTen iN der X,— X, Ebene

Zunachst soll das Modell einer einzelnen Pyramide betrachtet werden. Die Ecken der Pyramide haben folgende

Werte:
A(-313]0),B(3]3|0), C(3|-3]0),D(-3|-3]0),E(0]0]5)

-12
Die Sonnenstrahlen treffen in Richtung des Vektors v = { —16} auf die Pyramide auf.

-7
Berechne den Schattenpunkt Z; der Spitze E und zeichne den Schatten so ein, wie er auf der x,—x,—Ebene aussehen
wirde.

Sonnenstrahlen sind paralleles Licht, so dass der angegebene Vektor der Richtungsvektor aller Lichtstrahlen
ist. FUr die Geradengleichung sind jeweils unterschiedliche Aufpunkte zu verwenden.

0 -12
0|+t -16
5 -7

............................................................................................................

Fur den Schattenpunkt des Punktes E ist damit folgende Geradengleichung zu benutzen: X =

Der Schattenpunkt der Pyramidenspitze ist dort, wo diese Gerade die x, — x, Ebene schneidet, also dort, wo x, = 0 ist.

Das liefert die Bedingung zur Berechnung des Schattenpunktes:

x,=0: 5-7t=0

0 g[-12 -60/7 -8,6
0|+ |-16] = |-80/7 |~ -11.4
5 -7 0 0

Bei der Berechnung des Schattens von Pyramiden ist es ziemlich gleichgultig zu wissen, aus welcher Richtung
das Licht kommt. Der Schatten wird durch den Schattenpunkt der Pyramidenspitze und zwei Eckpunkten der
Pyramide gebildet.

Fart =§ wird der DurchstoRpunkt durch die x,—x, Ebene erreicht. £, =

Frage: Welche Eckpunkte bilden die Ecken des Schattens
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1%.2.2. Beleuchtere Flachen — die liefern SchatTen

Auf Grund der eingezeichneten Richtungspfeile treffen die Strahlen auf alle Falle auf die Seite ABE.
Damit liegt die Seite CDE im Schatten, sie wird von keinen Strahlen erreicht.

Zu klaren ist die Frage, treffen sie auf die Seite ADE oder auf die Seite CBE.

Dazu wird von beiden Seiten die Koordinatengleichung bestimmt, da der Normalenvektor bendtigt wird.

Um den mihsamen Rechenweg Uber die Parametergleichung zu ersparen, wird aus den drei Punkten direkt
die Koordinatengleichung tber ein Gleichungssystem bestimmt. Fiir die Rechnung selbst wird der GTR zu

Hilfe genommen.

A(-3|3|0),D(-3]|-3|0),E(0]|0]|5) B(3[3/0), C(3]-3]0),E(0]|0]|5)

ax+by+cz=d ax+by+cz=d

- 3a+3b  =d

~3a+3b  =d
“3a-3b  -d 3a-3b  =d
5c =d 5¢c =d

Die Ebene geht nicht durch den Ursprung, deshalb ist d ein

von 0 verschiedener Wert. Fur d kann ein beliebiger Wert Wird gleich mit d = 15 versucht
vorgegeben werden. Auf Grund der 3. Zeile solld =5

gewahlt werden. Rechnung zeigt, dass d=15 besser ist

Ebenengleichung: n -5 Ebenengleichung: 5
_5x+ 32=15 19 5x + 3z=15 ", |

Der Wert fiir d ist in beiden Ebenengleichungen positiv, also zeigen beide Normalenvektoren vom Ursprung weg,
dh. in diesem Fall beide Normalenvektoren zeigen nach auf3en von der Pyramide. 12

Skalarprodukt der beiden Normalenvektoren mit dem Richtungsvektor der Sonnenstrahlenv ;| _16
-7

n, oV =0-21=39 n,ov =60-21=-81

Skalarprodukt positiv Skalarprodukt negativ
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Im rechts dargestellten Bild sieht man die Draufsicht der -;
Pyramide. Die roten Vektoren sind die Richtung aus der _.

die Sonnenstrahlen kommen.

Die orange gekennzeichnete Flache ist die Flache, auf

die das Licht scheint.

Die dicken schwarzen Pfeile sind die nach aul’en
gerichteten Normalenvektoren der vier Ebenen, die die
Mantelflache der Pyramide bilden.

Dabei fallt folgendes auf:

Die Ebenen, auf die das Sonnenlicht fallt haben
Normalenvektoren, die mit der Richtung des
Lichtvektors einen stumpfen Winkel bilden, damit ein
negatives Skalarprodukt erzeugen.

Die Ebenen, auf die das Sonnenlicht nicht fallt haben
Normalenvektoren, die mit der Richtung des
Lichtvektors einen spitzen Winkel bilden, damit ein
positives Skalarprodukt erzeugen.

Dieses Kriterium kann man benutzen, wenn man
feststellen will, welche Seite von dem Licht beschienen

wird.

Das Licht fallt auf die Pyramidenseite ABE und damit erzeugen die Kanten AE und CE die Schattenlinien.

1%.2.3. Schartren auf eine beliebige Ebene

Die Berechnung des Schat-
tenpunktes erfolgt genau so,
wie in den letzten beiden
Kapitel besprochen.

Das Problem bei dieser Kon-

stellation ist der Knickpunkt K,
bei dem der Schatten von der
X, — X, Ebene auf die entfernte

Ebene wechselt. Fir diesen
Knickpunkt gibt es zunachst
keinen bekannten Punkt auf
dem Originalobjekt, der die-
sen Knickpunkt zuzuordnen
ist.

Das Original, von dem der Schatten gebildet wird, liegt auf einer Geraden FP. Es wir nicht nur von einem Punkt der
Schatten gebildet, sondern von einer ganzen Kante. Die Schattenlinie der Originalkante liegt mit dem
Richtungsvektor des Lichtstrahls in einer Ebene, gleichgliltig, wo der Schatten auftrifft. Damit kann man den
Knickpunkt der Schattenlinie als Schnittpunkt der Ebene der Schattenlinie mit der Spurgeraden in der x, — x, Ebene

bestimmen,
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oder als Schnittpunkt der
Geraden vom Fuf3punkt der
Schattenkante F zum Schatten-

punkt der Spitze P"in der x, — x, _
4

Ebene mit der Spurgeraden der
Ebene, auf die der Schatten
fallt. Der Vorteil besteht darin,
dass das zwei Geraden in der
X, — X, Ebene sind, deren

Vektoren nur aus zwei
Komponenten bestehen.

P', Kund F sind Punkte
in der x, — x, Ebene

1%.2.4. Scharren auf nebensTehenden Korper — FuBBpunkre

Neben dieser Pyramide steht noch ein zweite, auf die der Schatten fallt, und nicht mehr vollstandig in die x,-x, Ebene.

P(-5[-10]0),Q(-5|-6|0),

R(-9/-6]10),S(-9| -10]0),T(-7|-8|3)

.........................................

..........

..............

..........

...........

..........

...........

.......................

.............
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Ausgangspunkt der Berechnung ist der Schattenwurf ohne die zweite Pyramide.

Der Schatten der Spitze E trifft auf die x,—x, Ebene im Punkt Z .

Die Verbindungslinie des Eckpunktes A zum Punkt Z, liefert die eine Begrenzung des Schattens
Die Verbindungslinie des Eckpunktes C zum Punkt Z_ liefert die zweite Begrenzung des Schattens.

Auf diesem Weg der Schattenlinien steht jetzt die Pyramide 2. Damit endet zunachst die Schattenlinie an der
Pyramidenkante und setzt sich irgendwie auf dem Pyramidenflachen fort. Die Punkte Z, und Z, stellen die

Endpunkte der Schattenlinien an den Pyramidenkanten dar.

Umgesetzt in die Sprache der Vektorrechnung ist es der Schnittpunkt der Geraden AZ mit der Geraden RQ,
sowie der Schnittpunkt der Geraden CZ, mit der Geraden PQ. Alle diese Geraden verlaufen in der x, — x,
Ebene und haben eine x, Koordinate von 0.

A(-3]3]0), C(3|-3|0),Z,(-86]-11,4]|0)

C x =3, [56
o= X {3} *t [-14,4]

P(-5[-10]0),Q(-5|-6|0),

e x =3 et (138

R(-9]-61]0)

- - . -5 0
Ora X =[_2} +s[g] Opq - X =[—6J +S[_41
-3-56t=-5-4s 3-116t=-5
3-14,4t=-6 3- 84t=-6-4s
t=0.625 ; s=0.375

Z,=(-6.5, -6)

t=0.6897 ; s= 0.6983
Z,=(-5,-8.8)

1%.2.7. Scharrenpunkr auf einem NebensTehenden Korper
Schattenpunkt der Pyramidenspitze auf der zweiten Pyramide.

Von Seiten der Vektorrechnung ist das keine Problem. Es handelt sich dabei um den Durchstopunkt einer Geraden
durch eine Ebene. Das Problem liegt bei der Ebene, die durchstof3en wird.

Liegt der DurchstoRpunkt in der Ebene PQT oder in der Ebene QRT. Diese Entscheidung ist auch aus der
Zeichnung schwer zu bestimmen. Tatsache ist, die Gerade hat Schnittpunkte mit beiden Ebene, aber welcher ist der
Schattenpunkt.

Weiterhin ist klar, dass der Schattenpunkt in einem der Dreieck PQT oder QRT liegen muss.

Wenn es im Dreieck QRT einen Schattenpunkt gibt, dann kann es im Dreieck PQT keinen Schatten geben, da diese
Seite dann hinter QRT liegt.

Es werden fiir beide Ebenen Parametergleichungen erstellt und als Aufpunkt bei beiden Ebenen der Punkt T
verwendet.

P(-5[-10]0),Q(-5|-6|/0),R(-9|-6|0),T(-7]-8]3)

-7 2
Ebene 1: x=T+t(Q-T)+s(P-T) x= |-8|+t/2|+s -22
3 -3 -3
= -7 2 -2
Ebene 2: x=T+1(@Q-T)+s(R-T) X= |-8|+t|2 |+s| 2
3 -3 -3
0 -12
Gerade des X =0l +r -16
Lichtstrahls 5 7

Schnittpunkt Gerade — Ebene 1

—12r=-7+2t+2s
—-16r=-8+2t-2s
5—-7r= 3-3t-3s

r=% ;t=% ;s=%

Schnittpunkt Gerade — Ebene 2

—-12r==7+2t-2s
—-16r=—8+2t+2s
5— 7r= 3-3t-3s

r=14/31;s=-25/124 ; t=73/124

Das kann nicht der gesuchte Schattenpunkt sein, da der Parameter
von s negativ ist. Da der Schattenpunkt in dem Dreieck QRT liegen
muss, missen die Koeffizienten der Richtungsvektoren positiv sein.

Schattenpunkt der 7 -6
Pyramidenspitze

Da der Schattenpunkt der Pyramidenspitze auf der PQT Ebene liegt, kann die Schattenlinie von Z auch direkt
mit Z, verbunden werden. Mit Z, geht das nicht, da dort noch die Knickkante der Pyramide dazwischen ist.

Es muss die Schattenlinie bis zu dieser Knickkante ermittelt werden, dann kann diese mit Z, verbunden werden.
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1%.2.6. Scharten auf nebensTehenden Korper — Schatrenlinie iber KnickkanTe

....................................................................................................................................................

Gesucht ist der Punkt Z,, der die Verbindung der Schattenlinie zwischen Z und Z, herstellt.

Uberlegung:

Die Pyramidenkante AE liefert mit der Richtung der Sonnenstrahlen eine Ebene, in der sich die Schattenlinie befindet.
Der Schnittpunkt dieser Ebene mit der Kante QT liefert den Schnittpunkt.

Ebene der Schattenlinie: x=A+ tE-A)+sv A(-31310), E(0]0]5) V= :12
3 3 -12 -7
X=3|+t|-3|+s|-16
0 5 -7
Gerade QT : x=T+t(Q-T) Q(-5/-610),T(-7]-8]3)
-7 2
X =.8|+r|2
3 -3

Schnittpunkt Gerade — Ebene
—7+2r=-3+3t-12s
-8+2r= 3-3t-16s
3-3r= 0+5t-7s
r=0.6037 ;s =0.4494 ;t=0.8670

Z, (-5.7926, -6.7926, 1.1889)
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1%.3. Scharrenberechnung mit ProjekrionsmaTrizen

Schattenberechnung eines Punktes auf eine Ebene sind auch Projektionen auf diese Ebene, aber nicht in senkrechter

Richtung von n, sondern in vorgegebener Richtung v des Lichtstrahls. Letztendlich bedeutet Schattenberechnung die
Bestimmung eines DurchstoBpunktes einer Geraden durch eine Ebene.

1%.3.1. Projekrionsmatrizen Fir Nicht orThogonale Projekrion

Allgemeine Ebene

und Gerade
Projektion eines Punktes P auf eine Ebene: (x-A)on=0
Zun&chst Berechnung der Lotgerade | : 1 x=P+ty
FuBRpunkt ist auch Geradenpunkt (P+tv-A)on=0

(v ist nicht senkrecht zu E ) (P=A)on+t(vTon) =0

t=_(H)0_n
vion
Berechnen des Schnittpunktes : I-F=p-{(P=Aon
' vion
F=A+P—-A- (P=A)on v
vion

F=A+1/(Ton) (P-A)on)sv

] v, ) (P-A), n,v, + (P-A), ny, + (P-A), n,v,
F=A+ m ( (P'A)1 n,+ (P'A)2 n,+ (P'A)a n, )| V2| =A+ vion (P'A)1 nyv, + (P'A)z nV, * (P'A)s NV,
v, (P-A), n,v, +(P-A), nv, + (P-A), n,v,
;[ N, (P-A), .|V (P-A),
= A+ oy, gy, nw, | (P-A) | = A T LY, £n1 n, nSJ (P-A),
NV, nyv, nyv, | |(P-A), v, (P-A),
F=A+ |p_yvent P=A) Die Berechnung im Zahler v « n™ darf nicht vertauscht werden, n e+ vT liefert
vion nicht die bendtigte Matrix. Der Zahler ist kein Skalarprodukt, sondern eine

Matrizenmultiplikation. Der Nenner ist ein Skalarprodukt und damit eine reelle
Zahl, durch die dividiert werden darf.

Das ist gleichzeitig die Formel fiir den Berechnung eines Schnittpunktes von Gerade und Ebene.

13.3.2. Schartrenpunkr in der x, — x, — Ebene

In der Literatur findet man unter anderem die einfacheren Lésungen, z.B ein Schattenpunkt auf der x, — x, — Ebene.
Die hier angegebene Formel liefert fir diesen Spezialfall auch die dort angegebene Formel:

0 0 1
X, — X, — Ebene in Richtungv: n= | 0 A=10 v=|Y2| n"=(001) vion=v,
100 0.0 v, 10 -,
{E—“’T‘—o";ljp=o1o—%oozp=%o1-vzp
Y 00 f *lo 0 "0 0 0
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(Beispiel aus 13.2.1. ; Berechnung von Z )

1 0 -v
N "p -12
pt= v 0 1 -, Richtung des Lichtstrahls v=| -16
l0 0O 7
0
Pyramidenspitze E, die in die x, — x, — Ebene abgebildet wird. | ¢
5
;[1 012 [0 -60/7 , o
P =- - 0 1 16 ol=1/-80/7| = Z0 (vergleiche Ergebnis mit Kapitel 13.2.1.)
0 0 O 5 0

1%.3.%. Scharrenpunkr auf einer KanTe  (Beispiel aus Kapitel 13.2.4. )
Z = (-5, -8.8, 0)

Die Pyramidenkante AE liefert mit der Richtung der Sonnenstrahlen eine Ebene, in der sich die 1

Schattenlinie befindet.Der Schnittpunkt dieser Ebene mit der Kante RQ liefert den Schnittpunkt. Z,=(-6.5, -6,0)

A(-3[3]0), E(0|0]5)
-12 -3 3 -12 101 -3
Richtung des Lichteinfalls : h=| -16 Ebene der Schattenlinie: x=|3 |+t |-3| +s |-16 n= -39 A=3
-7 0 5 -7 -84 0

Q(-51-610),R(-9]-6]0)

-9 4 -9 4
Gerade RQ: x=|-6|+r| 0 P=]6| v=|0 vl on =404
0 0 0 0

Da man weder den Punkt kennt, der auf den Kantenpunkt abgebildet wird, noch den Punkt, der dann auf der Kante

getroffen wird, interpretiert man die Aufgabenstellung anders:
Das Licht fallt in Richtung der Geraden RQ und trifft auf die Ebene AE , h . Gesucht ist der Schattenpunkt eines Punktes

von RQ auf der Ebene AE, h. Damit kann man von der Geraden RQ einen beliebigen Punkt nehmen, alle Punkte werden
auf den gleichen Punkt auf der Ebene abgebildet. (DurchstoBpunkt = Schattenpunkt.)

1 - 39/101 - 84/101 0 39/101  84/101
enT o T
i\‘}—o'”nl =| o 0 0 e_(ven) _1 g 0 0
0 0 0 veen 0 0 0
-3 48/ -5,4752
(venT) 101 venT ’ =
[E— VTc,rJ(F’—A>= -9 A{E—ﬁml} (P-A) = [ ;" }'Zz
1

Die Pyramidenkante CE liefert mit der Richtung der Sonnenstrahlen eine Ebene, in der sich die
Schattenlinie befindet.Der Schnittpunkt dieser Ebene mit der Kante QP liefert den Schnittpunkt.

E(0|0|5), C(3]-3]0) 3 3 -12 -59 3
Ebene der Schattenlinie: x=|-3 |+t |-3|+s |-16 n= | 81 A=|-3
0 -5 -7 -84 0
-5 0 -5 0
P(-5]-10]0),Q(-5|-6|0) GeradeQP: x=|6|+r]| - P=|6| v=|-4 vl on=-324
0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
(venT) =] _s59 41 (ven™) _ 59 1
T I, 1 17, R VL LU B / 0 17
vion vion 81 27
0 0 0 0 1
(venT) 8 (venT) -5
E - (P-A) = |-5%, A+|E- (P-A) = -8,8271 |= Z
vion 0 vion 0 1
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17.%.4. Scharrenpunkr auf eine Fliche  (Beispiel aus 13.2.5.)
Ebene 1: QPT Schattenpunkt auf der Ebene :

0 -12 -3 -6
0| +r| -16 xon=d xo| 0| =15 -8
5 -7 -2 1,
-3 -12
n= 0/ v=/-16 NTov=50
-2 7

Gerade des
Lichtstrahls

1825 0 12/25 7125 0 -12/25
o yT o yT
An:vi) = 2425 0 16025 E-{NV) 245 1 -16/25
21/50 0  7/25 - 21/50 0 18025
-1 -6
o7 o7
E—M (P-A) = -8 A+ E—M (P-A) = 8| =2
nov 1% nov 1

Das ist der Schattenpunkt auf der Ebene.

17.3.7. ScharrenfuBpunkre auf einer Kante  (Aufgabe aus Kapitel 13.2.6.)

Eine Stange wirft einen Schatten auf eine Kante, z.B. eine Kante eines nebenstehenden Korpers oder der Schnittkante
einer Flache mit einer Koordinatenflache. Das Problem dabei ist, man kennt nicht den Schattenpunkt auf der Kante und
man kennt auch nicht den Punkt, der diesen Schattenpunkt erzeugt. Deshalb muss man aus der Stange, die den
Schatten wirft und der Richtung des Lichts eine Ebene erzeugen. Von dieser Ebene ist dann der Schnittpunkt mit der
Kante zu bestimmen.

Die Pyramidenkante AE liefert mit der Richtung der Sonnenstrahlen eine Ebene, in der sich die Schattenlinie befindet.
Der Schnittpunkt dieser Ebene mit der Kante QT liefert den Schnittpunkt.

A(-3]|3]0), E]|O0]5)

12 Q(-5]-610),T(-7]-8]3)
Richtung des Lichteinfalls : h= ['176}

-3 3 -12 -7 2
Ebene der Schattenlinie: x=|3|+t|-3|+s |-16 Gerade QT: x=1]-8|+r|2
0 5 -7 3 -3

101 -3 -7 2

n= |[-39 A=|3 P=|-8| v=|2 n" ov=2376
-84 0 3 -3

Da man weder den Punkt kennt, der auf den Kantenpunkt abgebildet wird, noch den Punkt, der dann auf der Kante
getroffen wird, interpretiert man die Aufgabenstellung anders:

Das Licht fallt in Richtung der Geraden QT und trifft auf die Ebene AE , h . Gesucht ist der Schattenpunkt eines Punktes
von QT auf der Ebene AE, h. Damit kann man von der Geraden QT einen beliebigen Punkt nehmen, alle Punkte werden
auf den gleichen Punkt auf der Ebene abgebildet. (DurchstoRpunkt = Schattenpunkt.)

101/188 - 39/188 - 21/47 87/188 39/188  21/47
(venT) AT
noy | 101/188 - 39/188 - 21/47 E—i—l"T N) =_101/188 139/188 21/47
-303/376 117/376  63/94 nov 303/376 -117/376 31/94
2 1 o -5,79255
E_ (v | o Al | gy A+ E-LYM) p_ay= || 579255 | = Z
nTov 188 nTov ) 3
1o 1,18882
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1%.4. Schnittgerade zweier Ebenen

So wie es mdglich ist, mit den angepassten Spiegelungsmatrizen den Durchstof3punkt von Ebene und Gerade zu
bestimmen, sollte es mdglich sein, auch die Schnittgerade von zwei Ebenen zu bestimmen. Dazu werden je eine
Ebenengleichung in Parameterform und eine in Normalenform betrachtet.

Xx=A+ra, +qa,
(x-A)on,=0

(B+tb,+sb,-A)on, =0

_ (B—A)on,+s b,on,

b,on,

(B-A)on,+s b,o

n,

x=B+th +sb,

=B b1 on, b1 +s b2
_ (B—A)on, b, on,
X=B~ "pon, 7S b on Di*sb,
:1 1 (B-A), n,, 11 +(B-A), n,,b,, + (B-A), n 13 " [ Baniby bynby by b,
X= 82 - b.on (B-A), n,, 12 +(B-A),n,,b,, + (B-A);n 12 2| TS o b, n,b, *+ b o Nby + b ,NLbo,
3 ! 1| (B- A)1 1 13 + (B'A)z n12b13 (B- A)3 13 13 ! ! b21 nﬂb13 + b n12b13 + b r~|13b13
B nb. nb.  n.pb (B-A)
) B1 1 11b11 12b11 13b11 B-A1 n,b, n.b, n.b, 3 b,
X=] 72|~ N0y, N0,  NEoy, ( ), _ 1 n. b nb n.b., + b
B b, o, n,b n,b n.b (B-A) Sbon |1 12712 13 22 22
3 117213 12713 13713 3 1 n,b, n,b, I’l13b13 » b,,
B b i
X = B; - 1 ) [n” Mz nw} (g QL _ 1 E” [nn Ny n13} b, b,
B b, on, ’ (BA), s b,on, 12 by, | +| by,
’ k (B-A), by b, b,
B
! b, nT ;
=B, |- |+ - b, n
X [Bz [b;omj(B A) -s [bﬁoh} b, + b,
3
x= B+A -A+ b, n," (B=A) s BT s
b1T on, b To n, 2 >
b, nT b, nT
x= A+ |E - 11 (B-A) +s |E- 1y b
[bjom} [bfom} 2

Stiitzvektor Schnittgerade

Richtungsvektor Schnittgerade
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Musterbeispiel

In Kapitel 11.1.2. wurde die Schnittgerade von folgenden beiden Ebenen berechnet.

T B

2 2
N
und dabei folgende Schnittgerade ermittelt: 9: X = {0} +r {0 }

2 -1
2 4 -2 0 2 1
B=|4| A=|g| B-A=|-1| b=1|b,=|1 =2
2 y -3 4 3 2

-1 0 0
T 0 0 0 T
LA P P T Eopr o~ 01 08 02
° ; ; ;
+ M loa 08 08 i on 04 08  -02
2 Dieser Stiitzvektor entsteht in der
E b, n’ (B-A) 0 E b, n,7 B_A)+A g obigen Geraden fur r = 2 und ist
— — = - — +A=
b,"on, 1 b,Ton, ( ) 0 damit ein Stutzvektor der gleichen
Geraden.
b nT -2 Dieser Richtungsvektor ist der entgegengesetzte
E - ﬁ b, =10 Richtungsvektor der obigen Geraden und damit
! ! 1 ein Richtungsvektor der gleichen Geraden.

=> Die angegebene Formel berechnet die Schnittgerade zweier Ebenen.
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1%.%. Zusammenfassung Schnittpunkr und Schnitrgerade von Ebenen

Schnittpunkt Gerade — Ebene

F=P- [%@”J(P-A)

- _ven |p_
F—A+[E vTonj(P A)

Schnittgerade Ebene — Ebene

T T
x= A+ |E -2 g_ay+s |E- |2 ]
b1TOn1 2

Stiitzvektor Schnittgerade Richtungsvektor Schnittgerade
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