Grundwissen Mathematik: Jahrgangsstufe 10

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Zahlprinzip @ Zahlprinzip Allgemeines Zihlprinzip bei mehrstufigen Experimenten:
Grundproblematik: B(_as_teht _ein Zufallsexperiment aus k voneinander unabhéngiggn Stufen
o o _ _ mit jeweils n, n,, ..., n_Ergebnissen, so hat das Gesamtexperiment
Wieviele Moglichkeiten gibt es . . . n,n, ... * n, kombinierte Ergebnisse. Dabei wird beriicksichtigt, dass
% ... n Objekte in verschiedenen Reihenfolgen anzuordnen unterschiedliche Reihenfolgen als unterschiedliche Ergebnisse gewertet
% ... k Objekte aus einer Menge von n Objekten auszuwéhlen. werden.
.. o Spezialfille:
ZundTVImentalel\j Zal\;nlpr'l\;lmp —.tProduktreggll ten | ich 1. Aus einer Urne mit n Kugeln wird k mal mit Zurticklegen gezogen.
us riviengen Wi, Vo, My, mit nq, Ny, Ny Elementen lassen sic Dann gibt es n ... n = nk verschiedenen Ergebnisse.
N=nq4"ny,* *n. Variation mit Wiederholung
hied ~Tupel e bild it x; €M,
verschiedene r-Tupel (xq, X, - .. x;) bilden mit x; ' 2. Aus einer Urne mit n Kugeln wird k mal ohne Zurticklegen gezogen.
oder Dann gibtesne+(n—-1)- ...+ (n -k + 1) verschiedenen Ergebnisse.
) ) ) o Variation ohne Wiederholung
Hat man eine Folge von Entscheidungen zu treffen, bei denen es fiir die
aller moglichen Entscheidungs-Folgen gegeben durch gezogen. Dann gibtesne(n-1)+... »2+1 =n! verschiedene
N = Ny * Ny ¥ n, Ergebnisse.
Permutation ohne Wiederholung
Bezeichnungen:
n — Menge Menge von n Elementen
k —Stichprobe Teilmenge von k Elementen einer Grundmenge
geordnet Reihenfolge wichtig (Variationen)
ungeordnet Reihenfolge unwichtig (Kombinationen)
mit Zurlcklegen gezogenes Element wird vor der ndchsten Ziehung
zuruckgelegt
ohne Zuriicklegen ... gezogenes Element wird vor der nachsten Ziehung
nicht zurickgelegt
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Grundwissen Mathematik: Jahrgangsstufe 10

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Zahlprinzip @ Summen- und Produktregel
*g'}: Summenregel (Entweder — Oder — Regel)
Haben n Elemente einer Menge M eine Eigenschaft A und k Elemente
diese Eigenschaft A nicht, so besteht M aus n + k Elementen. Man
schreibt:
|[M|=|A]|+]|A]|(,Anzahl von M = Anzahl von A + Anzahl von nicht-A“)
= Produktregel
Form 1:
Hat die Menge A r Elemente und die Menge B s Elemente, so gibtesr*s
geordnete Paare der Form (a, b) mita €Aund b €B, d. h.
[AxB|=|A|*|B].
Dazu bietet sich eine Matrixschreibweise an:
Die Menge A bestehe aus 4 Elementen und die Menge B aus 6 Elementen
11 1,2 1,3 1,4 1,5 1;6
21 2,2 2,3 24 2,5 26
31 32 3;3 34 35 3,6
41 4,2 4,3 4,4 45 46
womit 24 geordnete Paare entstanden sind.
Form 2:
Ein Versuch bestehe aus s Stufen. Der Ausgang einer Stufe habe keinen
Einfluss auf die Anzahl (!) der moglichen Ausgénge bei spateren Stufen
(Unabhangigkeit der Stufen).
Haben die einzelnen Stufen bzw. nq, ny, ng, ... ng Ausfalle, so hat der
Gesamtversuch
© Dipl.-Math. n=n4*ny*ng*. "ngAusfalle.

Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

(Dass der Ausgang keinen EinfluR auf die Anzahl der Versuche haben soll
bedeutet, dass immer wieder der Ausgangszustand hergestellt wird, in der
Sprache der Kombinatorik: mit Zuriicklegen gearbeitet wird. Es miissen
immer geniigend Elemente zur Verfligung stehen, sie dirfen nicht alle
werden.)
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Zahlprinzip k-Tupel (x4, Xy, . . . X)
# Anordnung je eines Elementes aus k verschiedenen Mengen, Ausgangsmenge ‘“Suswahlmenge Formel Aﬂ;;f}}ef;gﬁlgi::er
nk wobei aus jeder Menge ein Element vorhanden ist. e ¢ °“1'\I ‘:‘a for)
# Aus n unterscheidbaren Objekten einer Menge werden Permutation - - Nt _
nacheinander mit Zurlcklegen k Objekte enthommen ohne Wiederholung : 4t=24
# Ein jedes solches k-Tupel ist ein Pfad im Baumdiagramm. Permutation l=4 H=4 Nt a4
» Bei Beriicksichtigung der Reihenfolge ist jeder Pfad zu mitWiederholwg (0@ @@] [C00O] kil kgt k! 10102
bewerten, es gibt so viele Mdglichkeiten, wie k-Tupel zu bilden - k=2 X!
sind. Kombination |O i_: ® | g: :: ﬁ irrelevant
» Da jedes Element nur einmal vorhanden sein darf, ist k < n. ohne Wiederholung =500 - :T)"k'
Variation mit Wiederholung k=2 @
Variation li=4 ce|l|lee Nt 41
ohne Wiederholung | cCeee® | o (e (N _ k)' (4 R 2), =
k-Permutation (x4, Xo, . . . X ) einer endlichen Menge M cellee : :
# ist eine Permutation k-elementiger Teilmengen von M Rombination N=4 o.k=2.. o] (N+k-1)
[n] : # aus einer n elementigen Menge werden nacheinander mit Wiederholung ceee CO|[00|[08] )Lt irrelevant
kZ= (n-k)! ohne Zuriicklegen k Elemente entnommen cejlee :: @+a-1y _
# ist die Anzahl der k-Permutationen einer n- elementigen N=4 - @
Variation
> Menge mit Wiaderholung g: :: 22 Nk 42 16
e | 00| 08
[ X ]
Variation ohne Wiederholung
k-Teilmenge (x4, X5, . . . X, ) einer endlichen Menge M
# ist eine ungeordnete Auswahl von k Elementen
aus M
( )— k! (n k)l # ist die Anzahl der méglichen Teilmengen mit k
Elementen einer n — elementigen Menge
Kombination ohne Wiederholung
k-Kombination (x4, Xo, . . . X ) einer endlichen Menge M
© Dipl.-Math. » ist eine ungeordnete Auswahl von k
ArmiFr)1 Richter ( n—k+1 )= (n=k+1)!  Elementen aus M
k k! (n—1)! < ist die Anzahl der k-Kombinationen einer n —
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elementigen Menge

Kombination mit Wiederholung
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#@ Permutation

Eine Anordnung (nur Reihenfolge) sdmtlicher Elemente einer endlichen
Menge heifl3t auch Permutation. Fir Permutationen hat sich eine
Listenschreibweise eingebirgert.

Samtliche Permutationen von S = {a, b, ¢} sind:

(a, b, c), (a, c, b), (b, a,c),(b,c,a)lc,a,b),(cb,a).

Bei einer Permutation
@ miuissen immer alle Elemente

@ in einer Reihenfolge angeordnet werden.

Anzahl der Merkmale: n
Anzahl der Versuche: k=n
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@ Permutation von n Elementen ohne Wiederholungen

Anzahl der Permutationen bei n Verschiedenen Elementen:

P =n!

Alle n-elementigen Tupel, die aus einer
n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen
mit n-verschiedenen Elementen.

Fir die Auswahl

-
-
-

-

von n Elementen

aus einer Menge mit Elementen

ohne Wiederholung (das heifl3t immer, man kénnte die n Elemente
auch mit einem Zug aus der Urne ziehen und es gilt immer, dass alle
Elemente gezogen werden)

mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Voraussetzungen:

o
o

o

Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.
Es missen alle (n) Elemente ausgewahlt werden.

(am Ende des Experiments ist die Urne leer)

Ein Element kann nicht mehrmals ausgewéhlit werden.

(es wird keine Kugel zuriickgelegt, also keine Wiederholung und es gibt
auch keinen zwei gleichen Elemente)

Die Reihenfolge muss beriicksichtigt werden

(die Reihenfolge (1,2,3) ist von (2,1,3) zu unterscheiden, wiirde die
Reihenfolge nicht beriicksichtigt werden, wére das identisch mit nicht
unterscheidbaren Elementen)

Interpretationen

-
L&
L&

Anzahl der Méglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von n Kugeln
aus einer Urne mit n Kugeln ohne Zuriicklegen zu ziehen.

Anzahl der Moglichkeiten, n verschiedene (unterscheidbare) Objekte
so auf n Urnen zu verteilen, dass in jeder Urne ein Objekt liegt.
Anzahl der n-stelligen Sequenzen von n verschiedenen Zeichen, in
denen jedes Zeichen genau einmal vorkommt.
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+%> Baumdiagramm

Anzahl der Merkmale: n=4 . Q
Anzahl der Versuche: k=n=4

Anzahl der Ergebnisse: n%

O/:/)\. ./:j\.
O/. Q/\.O/\QO\../\../O
Uy

ALL LAL
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5= Herleitung der Formel (Zahlprinzip)

1. Stufe: n Mdglichkeiten (Menge 1 enthalt n Elemente)
2. Stufe: n—1 Mdglichkeiten (Menge 2 enthalt n Elemente)
3. Stufe: n—2 Mdglichkeiten (Menge 3 enthalt n Elemente)

n-te Stufe: 1 Moglichkeit  (Menge n enthalt n Elemente)

Unter ,Menge* ist jeweils der Status der Urne zu verstehen:
wieviele Kugeln sind in der Urne enthalten.

da nach jedem Ziehen nicht zuriickgelegt wird, sind beim jeweils nachsten
Zug eine Kugel weniger in der Urne vorhanden.

Es stehen also n verschiedene Elemente zur Verfligung, deren Anzahlen
nach dem Zahlprinzip immer um 1 niedriger werden und es sind n — Objekte
anzuordnen (k=n):

nen,*n,* ..°n =ne*(n-=1)¢(n-2)¢... *1=n!

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=n=5

Anzahl der Ergebnisse: 5! = 120
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@ Permutation von n Elementen mit Wiederholungen

(Elemente, die nicht unterscheidbar sind)

Angenommen, wir haben eine Menge von Objekten, die aus mehreren

Teilmengen besteht, wobei innerhalb jeder Teilmenge die Objekte gleich sind.

Ein Beispiel daflr ist eine Urne mit mehreren Kugeln der gleichen Farbe.
Beim Ziehen sind Kugeln der gleichen Farbe nicht unterscheidbar, dh. die
Eigenschaft der Elemente tritt mehrfach auf.

Anzahl der Permutationen bei n Elementen, bei denen n,, n,,...n, Elemente
untereinander gleich sind:

"Phn1.n2.n3.nk = "
y y y . k1' ) k2' .

k!

Fur die Auswahl

& von n Elementen

@ aus einer Menge mit n Elementen

& mit Wiederholung (das heil3t auch hier, es kdnnten alle Elemente auf
einmal gezogen werden)

& mit Beriuicksichtigung der Reihenfolge unterscheidbarer Elemente
und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge nicht unterscheidbarer
Elemente

Voraussetzungen:

@ Mindestens 2 Elemente der Ausgangsmenge sind identisch, d.h. es gibt
Elemente der Ausgangsmenge, die sich nicht voneinander unterscheiden
lassen .

@ Es missen alle (n) Elemente ausgewahlt werden.

(nach dem Experiment ist die Urne leer)

& Ein Individualelement kann nicht mehrmals ausgewahlt werden, ein
Element mit gleicher Eigenschaft hingegen schon. Liegen z.b. 2 rote
Kugeln in der Ausgangsmenge, so muss jede der beiden roten Kugeln
ausgewahlt werden (mit Wiederholung), eine dritte rote Kugel kann aber
nicht ausgewahlt werden.

@ Die Reihenfolge der unterscheidbaren Elemente spielt eine Rolle.

Interpretationen

& Anzahl der Moglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von k Kugeln aus
einer Urne mit n Kugeln mit zurlicklegen so zu ziehen, dass, dass die
Kugel ai genau ki-mal gezogen wird.

& Anzahl der Moglichkeiten, k unterscheidbare Objekte auf n Urnen so zu
verteilen, dass in der i-ten Urne k; Objekte liegen.

Prototypisches Beispiel
Mégliche Buchstabenanordnungen beim Wort ANAGRAMM

Wieviele unterschiedliche Méglichkeiten gibt es, alle Buchstaben des
Wortes ANAGRAMM

in einer unterschiedlichen Reihenfolge anzuordnen. In diesem Wort
kommen bestimmte Buchstaben mehrfach vor.

Anzahl aller Buchstaben: N=8

Haufigkeit einzelner Buchstaben:

k1=A=3
k2=G =1
k3=N=1
kd=M=2
k=R =1

A= 8l/(3*11*11*21*11) = 81/(3!*2!) = 40320/12 = 3360

Es gibt 3360 unterschiedliche (8 Buchstaben umfassende) Worter,
die unter der Verwendung aller Buchstaben des Wortes ANAGRAMM
gebildet werden kénnen.
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+% Baumdiagramm

Anzahl der Merkmale: n =4 . Q . .

Anzahl der Versuche: k=n=4
Anzahl gleicher Elemente: n, =2

Anzahl der Ergebnisse: 41/2! = 12

o

® O @ | O

LA

00 00

sy

CDC>CDCDC>C'<2<D<D<D CDE) @ O|O0|eI0] 0 e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

In der 1. Ebene fallt ein Teilbaum weg mit 3! Méglichkeiten |=6
(die Permutation von 3 Farben rot-gelb-blau)
In der 2. Ebene fallen zwei Teilbdume weg mit 2 * 2! Méglichkeiten |= 4
(die Permutation von je 2 Farben rot-blau und rot-gelb)
In der 3. Ebene fallen zwei Teilbaume weg mit 2 * 1! Mdglichkeiten |= 2
(die Permutation von 2 gleichen Farben (rot-rot)

Jeder Teilbaum beginnt immer mit einer roten Kugel, weil es bereits einen Teilbaum gibt, der mit einer roten Kugel beginnt.
© Dipl.-Math. Da es zwei rote Kugeln gibt, muss es in jeder Ebene zwei Teilbdume geben, die mit einer roten Kugel beginnen und
Armin Richter deshalb einmal zu entfernen sind.
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% Herleitung der Formel (Zahlprinzip)

*g'}: Herleitung der Formel aus Permutation ohne Wiederholung

Zunachst ist das Zahlprinzip dem der Permutation ohne Wiederholung ahnlich
mit jeder Stufe enthalt die Urne eine Kugel weniger. Damit entsteht wieder
folgende Zahlung:

1. Stufe:n  Moglichkeiten (Menge 1 enthalt n Elemente)
2. Stufe: n—1 Moglichkeiten (Menge 2 enthalt n Elemente)
3. Stufe: n—2 Mdglichkeiten (Menge 3 enthalt n Elemente)

n-te Stufe: 1 Mdglichkeit  (Menge n enthalt n Elemente)

Unter ,Menge* ist jeweils der Status der Urne zu verstehen:
wieviele Kugeln sind in der Urne enthalten.

da nach jedem Ziehen nicht zurtickgelegt wird, sind beim jeweils nachsten Zug
eine Kugel weniger in der Urne vorhanden. Hier wird ohne Zurlcklegen gear-
beitet, obwohl es ,mit Wiederholung* heillt. Entscheidend ist aber, dass genau
n Ziehungen stattfinden und dass nach n Ziehungen die Urne leer ist. Deshalb
geht man davon aus, dass in der Urne selbst schon Kugeln liegen, die nicht
unterscheidbar sind, aber bei n Kugeln die Urne leer ist. Damit stehen zunachst
n! Anordnungen zur Verfiigung

nen,*n,* ..°n =ne*n-1)¢(n-2)es... e1=n!

Durch die Gleichheit von Elementen lassen sich jeweils nq-— Objekte nicht
mehr unterscheiden, die alleine aus der Vertauschung der n,Objekte
entstehen. ny Objekte lassen sich aber in n4! Moglichkeiten anordnen, so
dass die unterscheidbaren Méglichkeiten sind:  nl/n4!
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ﬁ Beispiel

Auf der rechten Seite wird das Beispiel aus der Permutation ohne
Wiederholung auf diesen Fall gedndert. In der Urne befinden sich weiterhin 5
Kugel, davon sind jetzt aber 2 rote, 2 blaue und 1 gelbe. In einigen Fallen sind
die Kugeln mit Nummern versehen, um die Ergebnisse besser unterscheiden
zu kénnen. Dies Nummern sind natirlich auf den Kugeln nicht vorhanden,
sonst waren sie nicht ,nicht unterscheidbar®.

Wenn man sich die Nummern wegdenkt, stellt man fest, dass jeweils vier
Anordnungen nicht unterschieden werden kénnen (durch senkrechte Striche
getrennt), so dass von den urspringlich 120 Anordnungen der ,Permutati-
onen ohne Wiederholung“ nur noch 30 verschiedene Anordnungen (30 nicht
unterscheidbare Vierergruppen, die im rechten Beispiel durch senkrechte rote
Striche gekennzeichnet sind) Gbrigbleiben.

Da zwei Sorten Kugel mit je 2 Stlck nicht unterscheidbar sind, ist
nach obiger Herleitung n4 = 2 und n, = 2 (und n3=1 flr gelb). Damit

ergibt sich aus der Berechnungsformel:

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=5
Anzahl gleicher Elemente: n, =2; n, =2

Anzahl der Ergebnisse: 5!/2!12! = 30
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@ Variation

(mit Beachtung der Reihenfolge)

Jede mogliche Anordnung mit Beriicksichtigung der Reihenfolge von k

Elementen aus n vorhandenen Elementen heil’t Variation dieser Elemente
(Variation von n Elementen zur k-ten Klasse). Solche Auswahlen mit Beachtung
der Reihenfolge werden auch als geordnete Stichproben bezeichnet.

Bei einer Variation werden
@ k Elemente ausgewahlt

@ die in Reihenfolge angeordnet werden

Anzahl der Merkmale: n
Anzahl der Versuche: k
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@ Variation mit Zurucklegen (mit Wiederholungen)

Gegeben seien n verschiedene Elemente. Wieviele Méglichkeiten gibt es, k
Elemente unter Berlcksichtigung der Reihenfolge anzuordnen, wenn jedes
Element beliebig oft, aber héchstens k mal, wiederholt werden darf? (Beachte:
k kann auch grésser als n sein)

van = nk

Alle k-elementigen Tupel, die aus einer
n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen

Fir die Auswahl

& von k Elementen (Kugeln), beim Ziehen mit zurticklegen kann k > n sein,
da jeder Versuch die Bedingungen hat, wie der erste

aus einer Menge mit n Elementen (Urne)

mit Wiederholung (Zuriicklegen) (das bedeutet, dass vor jeder neuen
Ziehung der Zustand vor der ersten Ziehung wieder hergestellt wird.
Damit ist auch mdoglich, dass k > n, da die ,Urne“ nie leer wird.)

& mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

-
-

Voraussetzungen:

@ Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

@ Es werden einige (k) Elemente ausgewahlt.

@ Beim Ziehen mit Zuricklegen kann k > n sein, da jeder Versuch die
gleichen Bedingungen hat, wie der erste Versuch.

# Ein Element kann mehrmals ausgewahlt werden.

Interpretationen

& Anzahl der Moglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von k Kugeln aus
einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln mit Zuriicklegen zu ziehen.

& Anzahl der Mdglichkeiten, k verschiedene (unterscheidbare) Objekte auf n
Urnen zu verteilen, wobei jede Urne beliebig viele Objekte aufnehmen
kann.

& Anzahl der k-stelligen Sequenzen, in denen jede Stelle mit irgendeinem
von n verschiedenen, beliebig oft wiederholbaren Zeichen besetzt ist.

Prototypisches Beispiel

Zahlenschloss

Ein Zahlenschloss bestehe aus 5 Vorrichtungen, welche jeweils eine
Zifferneinstellung verlangen. Wieviele Méglichkeiten gibt es ?

wichtig

® Bei jeder Zifferneinstellung kénnen die Zahlen 0 bis 9 gewahlt
werden (N=10). Bestimmte Ziffern kbnnen mehrfach vorkommen
(=mit Wiederholung)

® Die Reihenfolge ist entscheidend (01557 ist ungleich 75510)

N = 10 mdgliche Ziffern (0 bis 9)

k = 5 Zifferneinstellungen

A =NK =105 = 100000

Es gibt 100 000 mdgliche Ziffernanordnungen fur ein Zahlenschloss
mit 5 einzustellenden Ziffern.
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sz Baumdiagramm

Anzahl der Merkmale: n =4
Anzahl der Versuche: k=2

././\.\. Q/ (/i s O O/O/B)\Q ././\\

@
o0
0C00 0000 00000000

nk=42=16

Das Baumdiagramm ist voll besetzt.
gleiche Farben haben die Wahrscheinlichkeit 1/16

verschiedene Farben treten im Baumdiagramm zweimal
auf und haben deshalb die Wahrscheinlichkeit 2+1/16
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Anzahl der Merkmale: n =4
Anzahl der Versuche: k=3
Anzahl der Ereignisse :n* = 4 = 64 . Q Q .
\\‘H\\‘H\\‘H\\‘H \\‘HH‘H\\‘H\\‘H H‘H\\‘H\\‘H\\‘H \\H
0000 0000 0000 0000 o000 0000 0000 000
0000 0000 0000 8008 9008 COOC 0000 sese | 9998 COOC 9000 0000  eeee OO0 0000 mi
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 9000 0000 6000 0008 e000 0000 0000 €00
Gruppe 1. Ereignis blaue Kugel: Gruppe 2. Ereignis gelbe Kugel: Gruppe 3. Ereignis grine Kugel: Gruppe 4. Ereignis gelbe Kugel:
3x Blau 1x 3x Blau 0x 3x Blau 0x 3x Blau 0x
2x Blau 3+1+1+1=6 2x Blau 1 =1 2x Blau 1 =1 2x Blau 1 =1
1x Blau 0+3+3+3=9 1x Blau 3+1+1+1=6 1x Blau 3+1+1+1=6 1x Blau 3+1+1+1=6
Das Baumdiagramm ist voll besetzt.
3 gleiche Farben treten je 3-mal auf
haben die Wahrscheinlichkeit 1/64
2 gleiche Farben treten je 9 — mal auf
© Dipl.-Math. haben die Wahrscheinlichkeit 9-1/64
Armin Richter 1 festgelegte Farbe 3*3 + 3*6 = 27 mal
Treﬂ»'. haben die Wahrscheinlichkeit 27 - 1/64

Lernen

CHRISTINA STRAUCH

haben die Wahrscheinlichkeit

3 verschiedene Farben treten 4*6 = 24 mal auf

24 - 1/64



http://www.treff-lernen.de/

Grundwissen Mathematik: Jahrgangsstufe 10

Thema

Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

Variation
mit Wiederholung

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

3¢ Herleitung der Formel Zahlprinzip)

*g'}: Herleitung der Formel aus Permutation ohne Wiederholung

1. Stufe: n Méglichkeiten (Menge1 enthalt n Elemente)
2. Stufe: n Mdglichkeiten (Menge2 enthalt n Elemente)
3. Stufe: n Méglichkeiten (Menge3 enthalt n Elemente)

k-te Stufe: n Mdglichkeiten (Mengek enthalt n Elemente)

Unter ,Menge* ist jeweils der Status der Urne zu verstehen:
wieviele Kugeln sind in der Urne enthalten.

da nach jedem Ziehen wieder zurtickgelegt wird, sind bei jedem Zug die
gleichen Bedingungen, wie beim 1. Zug vorhanden, also auch die gleiche
Anzahl der Moglichkeiten.

Um die Mdglichkeiten auszurechnen, missen die unterschiedlichen Anzahlen
miteinander multipliziert werden. Da hier eine Gleichwertigkeit vorliegt, da
jedes der k Positionen mit jedem der n Elemente belegt werden kann, folgt aus
n,en,*n,* ..°*n =nenene...n=n*

Jedes Element auf
jedem Platz
mdglich, keine
Einschrankungen

k Elemente

a

Nicht alle genommen, @, A 1

1,1
alle beliebig
wiederholbar, alle m I I.I I I.I I IQ
moglichen 32 33 a1 Anordnungen ak
Anordnungen mﬁlﬁl I I I Iold

Wenn aus n Objekten k Objekte mit Zurticklegen und mit Beachtung
der Reihenfolge ausgewahlt werden sollen, dann kann jedes der n
Objekte auf jedem der k Platze der Auswahl erscheinen

Mengendarstellung: Die Menge

B ={(x;x,; ... x)|x {1,23,..n}}

aller Variationen ohne Wiederholung von n Dingen zur Klasse k (fur
n,kEN). Sie heillt auch Menge aller Permutationen ohne
Wiederholung von n Dingen zur Klasse k. Sie hat die oben
angegebene Anzahl von Elementen.
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Man hat die Urne mit den fiinf verschieden farbigen
Kugeln.

Von diesen funf Kugeln wird nun eine beliebige Kugel
zufallig herausgegriffen.

In unserem Fall erwischen wir die gelbe Kugel.

Da aber funf verschiedene Kugeln in unserer Urne
lagen, hatten wir fiir diesen Zug auch 5 Méglichkeiten,
eine dieser funf Kugeln zu ziehen.

Nun wird die eben gezogene Kugel wieder zu den
anderen Kugeln in die Urne zuriickgelegt.

Man hat nun wieder alle fiinf verschiedenen Kugeln in
der Urne.

Jetzt wird ein zweites Mal gezogen. Durch das
Zurucklegen der — in unserem Fall gelben — Kugel hat
man wieder alle finf Kugeln in der Urne und somit auch
wieder 5 Moglichkeiten fir den zweiten Zug, der unter
den gleichen Bedingungen stattfindet, wie der erste..
Diesmal erwischen wir die rote Kugel.

Wie eben wird nun die gezogene — rote — Kugel wieder
zu den anderen Kugeln in die Urne zuriickgelegt, so
dass man wieder alle finf verschiedene Kugeln in der
Urne hat.

Nun wird ein drittes und letztes Mal gezogen. Auch hier
hat man durch das Zuriicklegen wieder alle finf Kugeln
zur Auswahl.

Somit hat man auch wieder 5 Moglichkeiten, die dritte
Kugel zu ziehen.

In unserem Fall erwischen wir erneut die gelbe Kugel,
was nur durch das Zuriicklegen mdglich wurde.

Um Ordnung zu schaffen, legen wir die eben gezogen
Kugel wieder in die Urne zurtick.
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@ ohne Zuriicklegen (ohne Wiederholungen)

Alle k-Permutationen, die aus einer
n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen

]-m

n!

V= k) =[E

Fur die Auswahl

& von k Elementen

& aus einer Menge mit n Elementen

& ohne Wiederholung (das heit immer, man konnte die k Elemente
auch mit einem Zug aus der Urne ziehen und es gilt immer k < n)

& mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Voraussetzungen:

@ Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

& Es werden einige (k) Elemente ausgewahlt.

@ Beim Ziehen ohne Zuriicklegen muss k < n sein, da irgendwann die Urne
leer ist.

@ Ein Element kann nicht mehrmals ausgewahlt werden.

Interpretationen

& Anzahl der Mdglichkeiten k < n Elemente aus einer Urne mit n Elementen
auszuwahlen, wobei gezogene Kugel nicht wieder zuriickgelegt werden.

& Anzahl der Mdglichkeiten, k < n verschiedene (unterscheidbare) Objekte
auf n Urnen zu verteilen, wobei in jeder Urne nur 1 Objekt liegt.
(das schliel3t ein, dass einige Urnen leer bleiben)

& Anzahl der k-stelligen Sequenzen aus n verschiedenen Zeichen.

Prototypisches Beispiel

Gold, Silber, Bronze

8 Laufer stehen im Finale der Olympischen Spiele.

Wieviele Méglichkeiten gibt es, daf3 die 8 Laufer Gold, Silber und
Bronze unter sich ausmachen.

Es kann nur einmal Gold, einmal Silber und einmal Bronze vergeben
werden (= ohne Wiederholung).

Es kommt auf die Reihenfolge an. d.h. z.B. Wenn wir wissen, daf
Laufer a,b,c die Medaillen unter sich ausgemacht haben, dann gibt es
noch mehrere Mdglichkeiten, wer jeweils welches Metall erhalten
haben kodnnte (Reihenfolge relevant).

N = Anzahl der Finalisten = 8

k = Medaillen = 3

A= NI/(N-k)!

A= 8!/(8-3)! =40320/120 = 336

Es gibt 336 Moglichkeiten, unter 8 Finalisten Gold, Silber und Bronze
zu verteilen.
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sz Baumdiagramm

Anzahl der Merkmale: n=4 n! _
Anzahl der Versuche: k =2 (n—k)! ~

@

0000

P

AN A A A

o
000 C OO 00 © 000

C000 00 00 0000

4! _
2!—12

In der ersten Ebene fallt kein Teilbaum weg, da erst ab doppeltem
Auftreten ein Zweig geldscht werden muss.

In jedem Teilbaum der 2. Stufe fehlt eine Auspragung, deshalb
entstehen aus den 16 Mdglichkeiten der Variation mit Wiederholung
nur noch 12 Mdéglichkeiten: n2 —n = n(n—1)

Doppelte Farben treten keine auf 0-+1/12

verschiedene Farben treten zweimal auf 2+1/12
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Anzahl der Merkmale: n =4
Anzahl der Versuche: k=3
.. ! |
Anzahl der Ereignisse : nl__4l_ 24 ‘ Q O .
(n—k)! ~ 11
Ebene 1 ‘ Q
Ereignis b‘laue Kugel: Ereignis gel‘be Kugel: Ereignis griine Kugel: Ereignis rote Kugel:
Ebene 2 tje Teibaum der 1. Ebene 1 Teilbaumweg = 4 Teilbaume
Ol e @ @ ©l1O|]O0 O @ 6(CO1®@ © & o O
\\‘H\\‘H\\‘H\\‘H \\‘H\\‘H\\‘H\\‘H H‘HH‘HH‘HH‘H \\‘H
Ebene 3
0000|0800 06O | @8O O OO OOCO |0 OOJOOO @0 O|1® GOOIOOOO|0EO0| 0®O0| @8O0| @GOO| OOOJ
0000|00]|00| @O 0| @®O 0 00 00||0000 |0 e00leeoo| | 98000 JOOICCO0|1e®O0 @O0 OGOO| @GO [OOOJ
0000)ee|00| @00 OGO O @@00||(0000]eelC0|e@o0| | @0LC @O CO00)eC0C OGOC) 8§00 8G00) (OOOC
12 34 56 78 910 1112 1314 1516 1718 1920 2122 2324
In der 3. Ebene
fallt je Teilbaum der 2. Ebene 2 Teilbaume weg 12 * 2 Teilbaume
durch die fehlenden Teilbaume der 1. Ebene 4*4
64 -24-16=24
Das Baumdiagramm hat ab der 2. Ebene Lucken: jede 3- Kombination an Farben tritt 3! = k! = 6 mal auf
In der 2. Ebene . 4Te!lbaurne - (Permutation von 3 Elementen)
in der 3. Ebene zusatzlich je Teilbaum der 2. Ebene: 3 Teilbaume . . L
3 gleiche Farben treten nicht auf Es g_lbt 4 _moglllche Komblnatlone_n aus 4 Farben 3 zusammenzustellen,
© Dipl.-Math. 2 gleiche Farben treten nicht auf damit ergibt sich als Gesamzahl:
Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

n*3l=4*31=41=24
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% Herleitung der Formel (Zahlprinzip)

*g'}: Herleitung der Formel aus Permutation ohne Wiederholung

1. Stufe:n  Mdglichkeiten (Menge1 enthalt n Elemente)
2. Stufe: n—1 Mdoglichkeiten (Menge2 enthalt n—1 Elemente)
3. Stufe: n—2 Madéglichkeiten (Menge3 enthalt n—2 Elemente)

k-te Stufe: n—k+1 Mdoglichkeiten (Mengek enthalt n—k+1 Elemente)

Unter ,Menge” ist jeweils der Status der Urne zu verstehen:
wieviele Kugeln sind in der Urne enthalten.

Dadurch, dass kein Zuriicklegen stattfindet, sind vor jedem Zug ein Element
weniger in der Urne. das Abbrechen nach k Ziehungen fiihrt zu dem
Ergebnis:

nen,en,s ...en_ . =ne(n=1)¢(n-2)e... *(n-k+1) =n!/ (n-k)!
(Wenn man das Produkt zu n! erganzt, muss man durch (n-k)! teilen, damit
das Ergebnis erhalten bleibt)

% Herleitung der Formel aus Permutation mit Wiederholung

Die Anzahl von Permutationen von n Elementen, bei denen n1 Elemente
gleich sind betragt: n!/n1! Moglichkeiten.

1. Stufe:n  Mdoglichkeiten (Menge1 enthalt n Elemente)
2. Stufe: n—1 Moglichkeiten (Menge2 enthalt n—1 Elemente)
3. Stufe: n—2 Mdglichkeiten (Menge3 enthalt n—2 Elemente)

k-te Stufe: n—k+1 Mdoglichkeiten (Mengek enthalt n—k+1 Elemente)

ne(n—=1)e*(n-2)e... e(n-kt1) * (n-k)*(n-k-1)e... 1

Da in diesem Fall n-k Elemente nicht ausgewahlt werden, kann die Anordnung

dieser Elemente als gleich (da unbekannt) und ununterscheidbar angesehen
werden — diese Kugeln werden einfach als Haufen dazugegeben. Damit
entsteht aus der Permutation mit Wiederholung die Formel n!/ (n—k)!

Fir n Elemente gibt es n! Anordnungen, bei denen (n-k) nicht unterscheidbar
sind.

Beispiel

In einer Urne liegen 10 verschiedene Kugeln beschriftet von 1 bis 10.
Aus dieser Urne werden nun nacheinander 3 Kugeln gezogen. Wenn
die Reihenfolge nun eine Rolle spielt, also 1,2,3 eine andere Lésung ist
als 3,2,1, wieviele Lésungen gibt es?

Stellt man sich vor, dass die gezogenen Kugeln in Eierbecher abgelegt
werden, so kénnen im ersten Eierbecher 10 verschieden Kugeln
liegen. Im zweiten nur noch 9, da eine bereits im ersten Becher liegt.
Im dritten und letzten kdnnen nur noch 8 verschiedene liegen.

Es ergeben sich: 10-9-8 Mdglichkeiten, oder da hier n=10: n-(n-1)-(n-
2). Dabei ist beim letzten Faktor (n—2) die Zahl, die subtrahiert werden
muss gleich k+1, wenn k die Anzahl der zu ziehenden Kugeln ist.

Also gibt es genau n-(n-1)-(n-2) .... (n—k+1) Moglichkeiten:
n-(n-1)-(n-2) .... (n—k+1)-(n = k)-(n-k-1)-.... -2-1
ausgedrickt in Fakultatsschreibweise heillt das: n!/ (n—k)!
n n!
Nach der Definition des Binomialkoeffizienten ( k ): k! (n-k)!

n!

n
folgt daraus (k )k! Tn—k)!

1 2 3 4 k k+1 k+2 n

n n-1 n2 n-3 n—k+1 n—k n—-k-1 2 1

(n—k)!

Bei der Variation ohne Zuriicklegen sollen auf k Platzen n verfiigbare
Elemente gesetzt werden, dabei ist k < n. Jedes Element kann dabei
hochstens einen Platz einnehmen.

Mengendarstellung: Die Menge

A<= {(X Xy x) I X {1,2,3, .. npV{X,, X, X, ... X} )

ist die Menge aller Variationen ohne Wiederholung von n Dingen zur
Klasse k (fur n,k€N, nz k). Sie heil’t auch Menge aller Permutationen
ohne Wiederholung von n Dingen zur Klasse k. Sie hat die oben
angegebene Anzahl von Elementen.
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5% Herleitung der Formel aus Variation ohne Wiederholung

Die Anzahl der Variation einer n-elementigen Menge in Gruppen zu k-
Elementen ist n*. In diesem Fall konnte man bei jeder Ziehung wieder auf n
Elemente der Menge zurlickgreifen, da die gezogenen Kugeln wieder
zurlickgelegt wurden. In diesem Fall sind aber bei der 2. Ziehung nur noch n-

1 Elemente vorhanden, bei der 3. Ziehung n-2 Element usw.

1. Stufe:n  Moglichkeiten (Menge1 enthalt n Elemente)

2. Stufe: n—1 Moglichkeiten (Menge2 enthalt n—1 Elemente)

3. Stufe: n—2 Mdglichkeiten (Menge3 enthalt n—2 Elemente)

k-te Stufe: n—k+1 Mdoglichkeiten (Mengek enthalt n—k+1 Elemente) dadurch

entstehen

ki 1 2 3 k
ne(n—1)e(n-2)e... *(n-k+1)

Elemente

Méglichkeiten

< Beispiel

Werden nur 3 Kugeln gezogen, erkennt man, dass die letzten beiden Kugeln
keine Rolle spielen und beliebig vertauscht werden kénnen. Das fihrt aber
dazu, das von den anderen Permutationen jeweils zwei identisch sich, so dass
eine geldscht werden kann (im Bild rechts durch kleine weifl3e Gitter
abgedeckt). Die Anzahl der zu léschenden entspricht genau den mdglichen
Permutationen, die nicht mehr unterschieden werden kénnen, also 2! . Somit
ist in diesem Fall nur noch die Halfte der Permutationen vorhanden: 5!/ 2!.

Man erkennt aus dem Bild, wenn der grau markierte Bereich um eine Reihe
erhdht wird, was dem Ziehen von 2 Kugeln aus 5 entspricht, sind jeweils 6
verbleibende Permutationen gleich und die Anzahl von 3 Permutationen auf
eine zusammengeschrumpft. Also verbleiben aus der Ausgangsmenge noch
1/6 der Auswahlen: 5!/ 3!

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=3

Anzahl der Ergebnisse: 5!/2! = 60
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Man hat die Urne mit den flnf verschieden farbigen
Kugeln.

Von diesen fiinf Kugeln wird nun eine beliebige
Kugel zufallig herausgegriffen.

In unserem Fall erwischen wir die graue Kugel.
Da aber funf verschiedene Kugeln in unserer Urne
lagen, hatten wir fir diesen Zug auch 5
Moglichkeiten, eine dieser funf Kugeln zu ziehen.

Diese eben gezogene Kugel wird nun nicht
zuriickgelegt, sondern auf3erhalb der Urne liegen
gelassen.

Jetzt wird ein zweites Mal gezogen. Dadurch, dass
die bereits gezogene Kugel nicht zurlickgelegt
wurde, befinden sich nur noch vier verschiedene
Kugeln in der Urne.

Man hat jetzt somit nur noch 4 Moglichkeiten, eine
weitere Kugel zu ziehen. Bei uns ist dies die blaue
Kugel.

Auch diese -blaue- Kugel wird nun ebenso, wie die
vorherige, nicht zu den restlichen Kugeln in die
Urne zuriickgelegt, sondern bleibt ebenfalls
aulen liegen.

Nun wird ein drittes und letztes Mal gezogen.
Dadurch, dass die bisher gezogenen Kugeln nicht
zurlickgelegt wurden, haben wir in der Urne nur
noch drei verschiedene Kugeln zur Auswahl.

o Wir haben also 3 Méglichkeiten, die letzte -bei
uns grune- Kugel zu ziehen.
Genau wie bisher wird auch diese Kugel nicht in
die Urne zurilickgelegt.
e/ oo
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# Kombination

(ohne Beachtung der Reihenfolge)

Jede mdgliche Anordnung aus n vorhandenen Elementen eine Gruppe von k
Elementen herauszuziehen heilt Kombination dieser Elemente. Auf die

Reihenfolge der Elemente innerhalb der Gruppe soll es dabei nicht ankommen.

Rot-weiss-gruin soll als das gleiche Element wie griin-weiss-rot, weiss-grin-rot
usw. angesehen werden. Auswahlen, bei denen die Reihenfolge keine Rolle
spielt heilten auch ungeordnete Stichproben.

Bei Kombinationen spielt die Reihenfolge der Elemente keine Rolle. Deshalb
wird bei Variationen zwischen abc , cba, bac ,.. unterschieden, bei Kombinati-
onen aber nicht. Damit gibt es mehr Variationen als Kombinationen, weil
mehrere Variationen zu einer Kombination zusammengefasst werden.
n!

(n—k)!
Von der Anzahl der Variationen sind alle die zu entfernen, die nur durch Ver-
tauschen der k gleichen Elemente entstehen. Die Anzahl der Vertauschungen
von k Elementen ist nach dem Zahlprinzip k ! Also ist die durch Variation

entstandene Anzahl durch k! zu dividieren, da diese als eine Kombination
angesehen werden.

n!
(n—k)! k!

Bei einer Kombination werden
@ k Elemente ausgewahlt
@ die nicht angeordnet werden

(ohne Beachtung der Reihenfolge)

Anzahl der Merkmale: n
Anzahl der Versuche: k

Markanter Text:
... werden in einem Zug gezogen . . . ..
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@ Kombination ohne Zuruicklegen (ohne Wiederholungen)

Bei einer konkreten Kombination wird jedes der n Objekte genau einmal oder
gar nicht ausgewahlt, deswegen handelt es sich um Kombinationen ohne
Wiederholung (= ohne Zurticklegen).

Aus einer Menge von n Elementen lassen sich ohne Berlicksichtigung der

Reihenfolge:
k = —nl _ [n
Ct, k!-(n—k)! [k]

viele Tupel mit k Elementen bilden.

Alle k-Teilmengen, die aus einer
n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen

Fur die Auswahl

& von k Elementen

& aus einer Menge mit n Elementen

@ ohne Wiederholung (das heilt immer, man kénnte die Elemente auch
in einem Zug aus der Urne ziehen)

& ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Voraussetzungen:

@ Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

@ Es werden einige (k) Elemente ausgewahit.

# Beim Ziehen ohne Zuricklegen muss k< n sein, da irgendwann die Urne
leer ist.

@ Ein Element kann nicht mehrmals ausgewahlt werden.

Interpretationen

& Anzahl der Mdglichkeiten, aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln k
Kugeln ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge zu ziehen
(k = n). Die Kugeln kénnen gleichzeitig gezogen werden.

& Anzahl der Moglichkeiten, k gleiche (nicht unterscheidbare) Kugeln auf n
unterscheidbare Urnen zu verteilen, wobei jede Urne hochstens eine
Kugel erhalten kann.

& Anzahl der n-stelligen Sequenzen mit k-Mal dem Zeichen "1" und (n-k)-
Mal dem Zeichen "0".

& Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Prototypisches Beispiel

Ziehung der Lottozahlen

Aus 49 nummerierten Kugeln werden nacheinander 6 Kugeln
gezogen.

Wieviele mdgliche 6 Zahlen kénnen ausgewahlt werden ?

Wichtig:

Es werden einige Kugeln aus mehreren Kugeln gezogen. Eine
gezogene Kugel kann nicht noch einmal ausgewahlt werden.

Es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge die Kugeln gezogen
werden.

N=49; k=6;
A= NI/((N-K)k!)
A= 491/((49-6)1*6!) = 13983816

Es gibt ca. 14 Millionen Mdglichkeiten, 6 Zahlen im Lotto anzukreuzen.
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¢ Baumdiagramm

Anzahl der Merkmale: n=4
Anzahl der Versuche: k=2

@
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0 000
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Die Zusammenstellung von Teilmengen bewirkt, dass keine Farben
doppelt auftreten kénnen, weil jede Farbe nur einmal auftritt. Damit
entfallen in jedem Teilbaum der Zweig mit den doppelten Farben.

Im 1. Teilbaum der 2. Ebene entfallt

— 1 Zweig mit den doppelten Farben 1

Im 2. Teilbaum der 2. Ebene entfallt

— 1 Zweig mit den doppelten Farben
und

— 1 Zweig, der im 1. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge 2
vorhanden ist.

Im 3. Teilbaum der 2. Ebene entfallt

— 1 Zweig mit den doppelten Farben
und

— 1 Zweig, der im 1. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge
vorhanden ist.

— 1 Zweig, der im 2. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge 3
vorhanden ist.

Im 4. Teilbaum der 2. Ebene entfallt

— 1 Zweig mit den doppelten Farben
und

— 1 Zweig, der im 1. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge
vorhanden ist.

— 1 Zweig, der im 2. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge
vorhanden ist.

— 1 Zweig, der im 3. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge 4
vorhanden ist.

Die Anzahl der Entfallenden Zweige wird bestimmt von der Anzahl der
Merkmale, also n. Die Summe der ersten n natlrlichen Zahlen
berechnet sich nach der Formel: n(n+1)

2

Von urspringlich n? Zweigen sind n(nzL'l) zu subtrahieren.

n(2n-n-1) - n(n=1) n_ 6
2 2 -
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Anzahl der Merkmale: n = 4 Diese Anordnungen sind
A hl der V. he: k=3 bereits bei Variation ohne
nza er versuche. k= ___J) Wiederholung entfallen
Anzahl der Ereignisse : nl _ 4 _ 4 . Q O . " Diese Anordnungen entfallen bei
(n—k)!k! 1!3! diesem Typ, da sie in anderer
Reihenfolge bereits vorhanden sind.

Ebene 1
O O

Ereignis b‘laue Kugel: Ereignis gel‘be Kugel: Ereignis griine Kugel: Ereignis rote Kugel:

b | ] ‘ ‘

| |
Ebene 2 je Teilbaum der 1. Ebene fallt 1 Teilbaum mehr weg
cOle @ @€ (OO0 O O 1 ©
O]l @& @ O10|1 @& @ O O
| \ \ | WLW

~\

N\

( Y4 Y )

J
)
J

O] O @ O
o110 ®
| \\‘\\

Ol O
| 1T WLWWL'_‘

Ebene 3
0000 leeC0) o b0 ocooolloocoolBleordra | pooolpoooloooojodod] pood pood pood lpood
0000 QO odbdlodbo ooodlloood Oogcgg poooloooojoocoojodoo| jpood pood oo foood
0000jeelo0] edpglodec|  (0oogleooojoelocjodoo| | ROOOJROOCA00O0JOY (00OJ 200G ROCY ROOG
12 3 T4
|
) . | In der 3. Ebene fallt
entfélit wegen entfallt wegen im 3. Teilbaum
1. Teilbaum 2. Teilbaum 3 Teilbsume aus 1. Ebene 3*4=12
Anordnung  Anordnung 2 Teilbdume aus VoW 2
In der 3. Ebene fallt enthalt blau  enthalt 2 Teilbdume 2
im 1. Teilbaum rot-grun im 4. Teilbaum
(15 $e!:g<_'=}um aus 1VE\17\</9ne 1*4 = % 4 Teilbaume aus 1. Ebene 4*4=16
. elibaume aus vo
2 Dipl. Math. 1+2 Teilbiume 3
im 2. Teilbaum 64-13-15-16-16= 4
ff. 2 Teilbaume aus 1. Ebene 2*4=8
-II-_re 4 Teilbaume aus VoW 4
ernen 1+2 Teilbaume 3

CHRISTINA STRAUCH
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7 Herleitung der Formel (Zzhlprinzip)

ﬁ Herleitung der Formel aus Variation ohne Wiederholung

Wenn man k Elemente aus einer Urne mit n Elementen zieht und die Reihen-

folge beachten muss, erhdlt man n!/(n-k)! Mdglichkeiten.
ne(in-1)+(n-2) ¢ (n—k+1) = n! / (n—k)!

Jetzt sollen aber unterschiedliche Reihenfolgen wie eine Auswahl behandelt

werden. k Elemente kann man aber auf k! verschiedene Weise anordnen und

genau diese sollen als eine Auswahl angesehen werden. Also ist der Ausdruck

noch einmal durch k! zu dividieren.

ne(n-1)+(n-2)- ¢ (n-k+1) = n! / (n-k)! k!

7 Beispiel

In dem bei Permutation angegebenen Beispiels heil’t das, es werden
nur noch die aufgetretenen Farben gezahlt, alle Vertauschungen
innerhalb der Reihen-folge der Farben gelten als eine Anordnung. Da 3
verschiedenfarbige Kugeln immer in 3! = 6 verschiedenen Anordnungen
mdglich sind, ist die Zahl der Variationen:

. _ 5
Vis= (5-3)

= 60 noch einmal durch 3! = 6 zu dividieren

=10

( ) T (5-3)! 3! 3)| 3!

Diese 10 Anordnungen sind durchnummeriert und gleichzeitig die 6 jeweils
gleichen Anordnungen mit der gleichen Nummer versehen. Man erkennt, dass
die 6 gleichen Anordnungen Uber jeweils 3 Zeilen mit je 2 Anordnungen
vertreten sind.

Anzahl der Merkmale: n=5
Anzahl der Versuche: k=3

6 5 3 6 4 i 5 4 1 3 2 1
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0033090000000 000 E0EO®
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9 3 9 7 2 8 7 1 3 2
.'=P.t~'.|l.“.l:.il.f‘.".l#.l'.i".
039305900090 CO 0CODO0DODO0DO®
@0 -‘)Of-::.f".i.OF".!-h.i'O @

15

,j@@.....®.ooﬂ@u©
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DOEOODOELROOEODGEOODIOLOIGES®
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0690000000000 00O
000000000 O®DOCQ )00 @
[ 10 9 [ 4 2 10 4 7 9 3 7
SN NN NER RSN NON REN EEN BN NoN RON N=N NEW
%l.i’s.*sn.._no-p.u.( ODO0OO0EGECEOS O
NOCOE 0@ @ ‘ououovoao
= 00)090006000000¢
8 F e R A R N LN X@ @u e
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EN X=X XEN NN JoR X JeReleReESEeor-F E X XEX )
20006 DOD0EGH0HO GO O
92900 e®e®ee 0 0O®
LMo KX B N RN JORCROR NG
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Auswahlprobleme ohne Zuriicklegen kénnen als Anordnungsprobleme
aufgefasst werden. Die Zahl der méglichen Auswahlen kann ermittelt werden,
indem die Zahl der Anordnungen ermittelt wird, bei denen die ausgewahlten
Objekte auf ausgezeichneten Platzen angeordnet sind.

Dieses Auswahlproblem kann auf die Ermittlung aller Anordnungen
zurlckgefiihrt werden, bei denen die ausgewahlten Objekte auf den ersten
Platzen landen, wobei es weder bei den ausgewahlten noch bei den nicht
ausgewahlten Objekten auf die Reihenfolge ankommt.

Wenn aus n Objekten k ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der
Reihenfolge ausgewahlt werden sollen, so gibt es jeweils die Klasse der k
ausgewahlten Objekte und die Klasse der (n-k) nicht ausgewahiten Objekte, in
der es auf die Reihenfolge nicht ankommt. Dabei sind k und n-k in der Formel
austauschbar, da man die n Objekte in zwei Teilmengen teilt; welche davon die
interessierende ist, hat keinen Einfluss auf die Anzahl der mdglichen
Aufteilungen.

Mengendarstellung: Die Menge

Cx ={(x; Xy .. x) | x {0,1}; Zx=k}

ist die Menge aller Kombinationen ohne Wiederholung von n Dingen zur
Klasse k (fir nEN; kEN; n2k).
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@ Kombination mit Zuriicklegen (mit Wiederholungen)

Auf wieviele Arten kann man aus n verschiedenen Elementen k Elemente
herausgreifen, wenn Wiederholungen gestattet sind und die Reihenfolge
innerhalb der Anordnung nicht relevant ist?

Aquivalente Formulierung : k "Kugeln" auf n "Zellen" verteilen.

_ [n+k—1] _ {n+k—1“
Lk n-1

Alle k-Kombinationen, die aus einer
n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen

n+k—1)!
kl-(n—1)!

Fir die Auswahl

& von k Elementen

& aus einer Menge mit n Elementen

@ mit Wiederholung (das heif3t, dass jede Ziehung aus der Urne wie die
erste Ziehung ist)

& ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Voraussetzungen:

@ Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

@ Es werden einige (k) Elemente ausgewahit.

# Beim Ziehen mit Zurlicklegen kann k > n sein, da jeder Versuch die
gleichen Bedingungen hat, wie der erste Versuch.

# Ein Element kann mehrmals ausgewahlt werden.

Interpretationen

& Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln k
Kugeln mit Zurticklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge
(ungeordnete Stichprobe) zu ziehen, wobei k > n sein kann.

% Anzahl der Moglichkeiten, k gleiche (nicht unterscheidbare) Kugeln auf n
unterscheidbare Urnen zu verteilen, wobei jede Urne mehrere Kugeln
erhalten kann und k > n mdglich ist.

Prototypisches Beispiel

3 Packchen Zigaretten aus dem Zigarettenautomat

Aus einem prall gefillten Zigarettenautomat mit 15 Fachern kann man
15 verschiedene Zigarettensorten auswahlen. Sie erhalten den Auftrag,
3 Packchen Zigaretten zu besorgen, wobei es egal ist, um was es sich
dabei handelt, da es dem Raucher nur um Nikotin geht.

Wieviele mégliche Zusammensetzungen von unterschiedlichen 3
Zigarettenpackchen gibt es.

Wichtig:

Fir jede Ziehung stehen alle Zigarettensorten zur Verfliigung. D.h. sie
kédnnen mehrmals dieselbe Marke ziehen (mit Wiederholung).

Es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge die Zigarettenpackchen
gezogen werden (Reihenfolge irrelevant).

N = 15 Zigarettensorten

k = 3 Zigarettenpackchen

A= ( N+k-1)1/(( N-1)*k!)

A= (15+3-1)1/((15-1)*3!)

A = 680 mogliche unterschiedliche 3 Zigarettenpackchenkombinationen
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Die Zusammenstellung von Teilmengen mit Wiederholung bewirkt,
dass doppelte Farben auftreten kénnen. Damit werden in jedem
Teilbaum der Zweig mit den doppelten Farben erhalten bleiben. da die
Reihenfolge aber nicht berticksichtigt wird, fallen die anderen Zweige
ebenso weg, wie bei Kombination ohne Wiederholung:

Im 1. Teilbaum der 2. Ebene entfallt 0
— kein Zweig

Im 2. Teilbaum der 2. Ebene entfallt
— 1 Zweig, der im 1. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge 1
vorhanden ist.

Im 3. Teilbaum der 2. Ebene entfallt

— 1 Zweig, der im 1. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge
vorhanden ist.

— 1 Zweig, der im 2. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge 2
vorhanden ist.

Im 4. Teilbaum der 2. Ebene entfallt

— 1 Zweig, der im 1. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge
vorhanden ist.

— 1 Zweig, der im 2. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge
vorhanden ist.

— 1 Zweig, der im 3. Teilbaum bereits in anderer Reihenfolge 3
vorhanden ist.

Die Anzahl der Entfallenden Zweige wird bestimmt von der Anzahl der
Merkmale, also n. Aber es wird nicht von 1 bis 4 addiert, sondern von 0
bis 3, also n-1. Damit ist die Summenformel: (n—1)n

2

Von urspringlich n? Zweigen sind (%)ﬂ zu subtrahieren.

n(2n—-n+1) - n(n+1) n= 10

2 2
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Anzahl der Merkmale: n =4
Anzahl der Versuche: k=3
(n+k-1)!
(n—1)k!

6!
T 313!

®C

Anzahl der Ereignisse : =20

] T

Ebene 2 , . _ ,
ab 2. Teilbaum der 1. Ebene fallt je 1 Teilbaum mehr weg
Jeder Teilbaum der 2. Ebene enthalt einen Eintrag mehr als die K

o0

T | | | | |

1+2+3
ombination ohne Wiederholung, da doppelte Eintrage erlaubt sind.

CHRISTINA STRAUCH
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1234 567 89 10 111213 1415 16 17 18 19 20
In der 3. Ebene fallt In der 3. Ebene fallt
im 1. Teilbaum im 3. Teilbaum
1+2+3 Teilbaume 6 2 Teilbaume aus 2. Ebene 2*4=8
im 2. Teilbaum 2+3 Teilbaume 5
) . im 4. Teilbaum
1 Tellbaurt aus 2. Ebene . 3 Teilbéume aus 2. Ebene 3% 4=12
3 Teilbaume 3

64-6-10-13-15= 20
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+% Herleitung der Formel

(Die Herleitung der Formel aus den bisherigen Formeln ist nicht sehr
einfach. Es gibt verschiedene Versuche, die Formel zu begriinden. Die
folgende scheint eine der einleuchtendsten zu sein)

Um das Problem zu I6sen, flihren wir einen neuen Begriff ein: Den Begriff
Duplikator des Vorgangerobjekts fiir den Platz k.
Dazu beachten wir, dass die gegebenen m unterscheidbaren Objekte in der

Urne, aus welcher ausgewahlt werden soll, immer mit Nummern versehen
gedacht werden kdnnen.

(Im rechten Beispiel 1 grau; 2 blau; 3 gelb; 4 rot; 5 griin)

Und dass zu jeder Auswahl von k Objekten aus den m Objekten dann
eindeutig bezlglich der Objektnummern eine Rangliste existiert.

Eine beliebige Auswahl kann so immer unzweideutig als Rangliste interpretiert
werden. In dieser Rangliste existieren dann k Platze, auf denen die Objekte
ihren Nummern nach angeordnet gedacht werden kdnnen. Durch die
Wiederholungen kann es dann passieren, dass auch einmal alles Objekte mit
derselben Nummer ausgewahlt werden. Wiederholte Objekte wollen wir uns
hier immer als Duplikate eines Originals vorstellen. Das éndert die Anzahl der
Méglichkeiten nicht. Man stellt aber fest, dass bei jeder méglichen Auswahl
immer mindestens ein Originalobjekt dabei ist. Duplikate kann es damit
hdéchstens k — 1 Stlick geben.

(Im rechten Beispiel die pink Quadrate)
In den Ranglisten sind dann die Duplikate der gleichen Nummer nach dem

Originalobjekt angeordnet, denn dieses Originalobjekt kann man sich zuerst
gezogen denken, bevor Duplikate nachgeliefert werden.

o' ' o' @' e '
H: B B H N
B ®&. C; . ® s
o' @' o' O 02 02 02 O
e: 0: o: 9 H: H: H: K-
B: ©s @, @ ;s B: 0: e: @:s
@ .1 @ 1 [ W @2 @2
@s @3 @ s @ @3 ©>
H: o. @ s B: eo: e@:s
@ @' @2 @?2
®: ® eo: @
.4 @ s .4 ®s
Q' ®?2
@5 @5
E -
@3 @3 @ 3
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W: e: 0:
03 03 ®: ®:
@ ®: B | B
.4 ®s .4 @s
@3 [ B @5
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Statt der Duplikate denken wir uns nun Gerate, Objekte quasi mit dem Namen
"Duplikator”, welche die Duplikate aus dem Vorgangerobjekt erzeugen. Diese
Erzeugung ist eindeutig. Statt einem duplizierten Element auf Platz Nummer j
kann man daher auch den zu dieser Platznummer j gehérenden Duplikator dj
ausgewahlt denken. Dieser dupliziert das Objekt vom davor liegenden Platz
mit der Nummer j-1 und Uberlasst ihm anschlielend den eigenen Platz mit der
Nummer j. Dieser Duplikationsprozess ist eineindeutig. Man kann aus dem
Duplikat und seiner Nummer in der Rangliste auch wieder den Duplikator
zurickgewinnen. Damit haben wir das Problem, aus m Objekten in der Urne
und den Duplikatoren fur die Platze 2, 3, . . ., k fir unsere Rangliste k Objekte
auszuwahlen, wobei dann zuerst die Duplikatoren auf ihre Platze der Rangliste
gesetzt werden und anschliessend die Objekte der Grésse ihrer Nummern
oder Range nach. Damit ist die Rangliste perfekt.

So haben wir das Problem, eine Auswahl von k Elementen aus m Objekten

plus k — 1 Duplikatoren zu treffen. Wir wahlen also aus m + k — 1 Elementen
k Elemente aus und erhalten damit

(n+|l:-1)

o' ' o' @' e’
®: ®: &' ' @'
®, ®, O; @14+ © s
o' o' @' O e: 02 @2 O
0: 0: eo: ©:° ®: 02 ©: O
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Q3 O 3 @ 3 @y 03 O3
© 4 @, @ ; O3 @4+ @5
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Mengendarstellung: Die Menge
e, .o x ) I x {0,1,2, .. KE A\ Zx=K}

ist die Menge aller Kombinationen mit Wiederholung von n Dingen zur Klasse

k (fur nEN; kEN).
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Zur Unterscheidung, ob sich um eine Kombination, Variation oder Permutation
handelt kann der folgende Algorithmus verwendet werden: Der Entscheidungsbaum
@ Wird aus der Menge der Elemente noch eine Auswahl getroffen? [ FomEToEoeTE y
@ Falls nein, handelt es sich um eine Permutation. Werden alle Elementte verwendet 7
@ Sind die Elemente alle verschieden ? / \
. . ja nein
& Ja, Permutation ohne Wiederholung. /
& Nein, Permutation mit Wiederholung . Fermutation \
l It die RaihaBnﬁélua der %Iamanta ven
@ Falls ja, ist die Reihenfolge der Ziehung relevant ? iy
J g g Sind Wiedsrhelungen / \
. . i Lo zugelaseen 1 ja nain
@ Falls ja, handelt es sich um eine Variation. / \ |
& Wird mit ZurlGcklegen gezogen ? e ja
@ Ja, Variation mit Wiederholung | IN' /
P..= NI P= ——— Sind Wiederholungen sind Wisderhelungen
c # “nt!*.n! I 7
@ Nein, Variation ohne Wiederholung ol /z‘wm\san Edomiaesenf
& Falls nein, handelt es sich um eine Kombination. 8 nsin / \
@ Wird mit Zuriicklegen gezogen ? / | jla DK
& Ja, Kombination mit Wiederholung V., =N* _ K= (N ) i l (N)
. of (N - K)! me ( n oz h
@ Nein, Kombination ohne Wiederholung
hln der suswahl —¢
kann oder muss ein bestimmtes kann bzw. darfein bestimmtes
Element mehrtach vorkommen. Element nur einmal vorkommen.
mit Wiederholung ohne Wiederholung
FDie Raihenfolge der Elaments
Fist bedeutsam—¢ ist unwichtig
© Dipl.-Math. alle Elemente der Ausgangs-  beliebig viele Elemente Kombination
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kinnen ausgewihlt und
miissen angeordneat werden.

menge miissen ausgawihlt
und angeoidnet wardsn.

Permutation Variation
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1. Beispiel:

Auf wie viele Arten konnen sich 3 Personen auf 3 Stlihle verteilen?
Loésung: Klarung der Fragen 1. - 4.7

1 die Kugeln entsprechen den 3 Personen n=3

2 |die 3 Stuhle entsprechen 3 Ziehungen

oW

3 |da sich eine Person nur auf einen Stuhl setzen kann,
kann eine Kugel nicht zweimal gezogen werden

Permutation
Damit kennt man die Anzahl der Méglichkeiten, namlich n! = 3! = 6.

2. Beispiel:
Wie viele verschiedene Ergebnisse gibt es bei einem 4-fachen Warfelwurf?

die Kugeln entsprechen den 6 Augenzahlen n=6

1 Es sind 4 Wiirfe k=4

VIK
2 es ist entscheidend in welcher Reihenfolge die \Y

Augenzahlen kommen

3 die Augenzahlen konnen sich wiederholen Vow

Variation mit Wiederholung — k-Tupel aus einer n-Menge
Damit kennt man die Anzahl der Moglichkeiten, namlich nK= 64= 1296
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In einer Urne befinden sich vier schwarze, sechs weil}e und funf rote Losung zu b)
Kugeln, die sich nur durch ihre Farbe unterscheiden.
a) aus der Urne wird eine Kugel gezogen. Berechnen Sie die ﬁgeKEgaegiﬁsatﬁgungen gehen von
Wah_rschemhchkelt far d.|e Ere_lgnlsse 2 Kugeln werden gezogen vV
A: Die gezogene Kugel ist weifl ohne Zuriickleaen ow
2 Bi_e gezogene Péugell i.s’f[ nicr?t rot der nicht weil Reihenfolge istgzu unterscheiden, 1_?’: =15*14
- L€ gezogene Rugel Ist schwarz oder nicht wel da w,s und s,w gesondert zu zahlen sind |
b) aus der Urne werden nacheinander ohne Zuriicklegen 2 Kugeln
entnommen. Die Farbe der entnommenen Kugeln wird notiert. Bestimme 1 weille Kugeln 1 schwarze : 6 *4
die Ergebnismenge Anzahl:
Das Er(_eignis D sei: Es werde eine schvx_/ar;e und eine \_/yeiBe Kugel oder Permutation ohne Wiederholung n=2: 2!
zwei rote Kugeln gezogen. Geben Sie die zu D gehorende (da weil-weil oder schwarz-schwarz nicht erlaubt sind)
Ereignismenge an und bestimmen Sie Wahrscheinlichkeit P(D)
2 rote Kugeln: 5 * 4
¢) Nun werd'en aus der Urng mit einem Griff d(ei Kugelln“entnommen. ' Anzahl: Permutation ohne Wiederholung n=1 : 1!
(= Kombination ohne Wiederholung: ,mit einem Griff“ kann man keine
Reihenfolge bestimmen und auch nicht wieder Zuriicklegen) _ 6*42+5*4 _ 68 _ 34
Die Wahrscheinlichkeit fiir die Ereignisse E,F und G sind wie folgt PA= 5+12 =210 ~ 105
gegeben:
Lésung zu a) Lésung zu c) . ) .
4+ 6 +2 Der Binomialkoeffizient im Nenner besagt:
Alle Fragestellungen gehen von 15 Kugeln aus 3 33 Ziehe 3 Kugeln aus 15
und 1 Kugel wird gezogen. P(E) = 15 ohne Zuricklegen und
151 3 ohne Reihenfolge
1 Kugeln ohne zuriicklegen mit Reihenfolge: VoW \" =15 Der Binomialkoeffizient ist die Formel fir
' Kombination ohne Wiederholung
A: Der erste Binomialkoeffizient im Zahler besagt:
1 weile Kugeln : 6 Ziehe 3 Kugeln aus einer Menge von 4
- 6 oW und oR
. ; ; =1 P(A) =
Anzahl: Permutation ohne Wiederholung n=1: 1! (A) 15 das ist die Mdglichkeit, aus 4 schwarzen
5 Kugel 3 schwarze auszuwahlen
' 1 nicht rote Kugel : 10 Der zweite Binomialkoeffizient im Zahler besagt:
. ) P(A) = 10 Ziehe 3 Kugeln aus einer Menge von 6
Anzahl: Permutation ohne Wiederholung n=1 : 1! 15 oW und oR
© Dipl.-Math. C: das ist die Méglichkeit, aus 6 weilden
Armin Richter : ) , Kugeln 3 weille auszuwahlen
1 schwarze oder nicht weilRe Kugel : 9 ) ) . .
Treff. ) , . 1.4 PA)= 9 Der dritte Binomialkoeffizient im Zahler besagt:
Anzahl: Permutation ohne Wiederholung n=1: 1! 15 Ziehe 3 Kugeln aus einer Menge von 5

Lernen

CHRISTINA STRAUCH

oW und oR
das ist die Méglichkeit, aus 5 roten
Kugeln 3 rote auszuwahlen
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Damit erhalt man im Zahler die Anzahl 3 weil3e aus 6 weillen zu ziehen, 3
rote aus 5 roten zu ziehen und 3 schwarze aus 4 schwarzen zu ziehen.
Damit erhalt man die Anzahl bei 3 Ziehungen 3 mal die gleiche Farbe zu

ziehen.

Die sinkenden Faktoren im Nenner lassen darauf schlieRen, dass es sich um
eine Auswahl ohne Wiederholung handelt, da die Anzahl der méglichen Falle
zurlckgeht.
Die Zahlen im Zahler lassen darauf schlielRen, dass man

beim 1. mal eine schwarze,

beim 2. mal eine weilke

beim 3. mal eine rote Kugel zieht

es wird beim 1. 2. und 3. mal einen weilte Kugel gezogen

Eine dritte mdgliche Interpretation ist, da 6 weile Kugeln und 5 rote Kugeln
vorhanden sind:

es wird beim 1. 3. eine weille Kugel gezogen

und beim 2. mal eine rote gezogen.

Eine vierte mdgliche Interpretation ist, da 6 weifle Kugeln und 4 schwarze
Kugeln vorhanden sind:

es wird beim 1. 2. eine weille Kugel gezogen

und beim 3. mal eine schwarze gezogen.

Bleibt die Frage zu klaren, welche dieser Moglichkeiten kann man das
Ergebnis aus 3 verschiedenen Wegen erreichen. Das ist bei jeder
Interpretation méglich, da es gleichguiltig ist, welche Kugel zuerst gezogen
wird.

CHRISTINA STRAUCH

Eine zweite mogliche Interpretation ist, das 6 weifde Kugeln vorhanden sind:
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Aufgabe 1
Wiirfel 2 Seiten mit Augenzahl 2 c¢) Jede Augenzahl von 1 bis 4 kommt mindestens 1 mal vor
? gg:ignmﬂlkﬁ;gﬁgzﬁrl ? P(1,1,2,3,4) + P(1,2,2,3,4) + P(1,2,3,3,4) + P(1,2,3,4,4)
1 Seite mit Augenzahl 4 Idee 1
Es wird 5 mal geworfen: In jedem Versuch kommt die Kombination 1,2,3,4 vor, also
. . ist die Unterscheidung nur im 5. (oder 1. ) Versuch vorhanden.
a) Die Augenzahlen von 1 und 4 treten nicht auf Da es vier Ziffern gibt, gibt es 4 Méglichkeiten
Auspragungen n = 2
Versuche k=5
Mit Wiederholung: Es gibt mehr Versuche als Auspragungen Idee 2
Reihenfolge ~ : spielt keine Rolle Es liegt eine Permutation von 5 Elementen (=k)mit Wiederholung
=> Kombination mit Wiederholung vor
nt+k—-1_- 2+5-1 _-6 _g Auspragungen n = 4
K 5 S Versuche k=5
o . 5 _
P(2,2,2,2,2) + P(2,2,2,2,3) + P(2,2,2,3,3) + P(2,2,3,3,3) Die mogliche Anzahlist  , =10
*P(2.3,33,3)+P(33,333) Teilmengen von 4 Elemente (=ohne Reihenfolge) zu je 2
Elementen(11,12,13,23,...) die bei jedem Versuch vorhanden
sein sollen ohne Wiederholung (das sind die Zweiergruppen, bei
b) Der Wiirfel zeigt 5 mal dieselbe Augenzahl
Ausprigungen n = 4 denen 11, 22 nicht auftritt), gibtes 4 =6
Versuche k=1 2
Idee 1 Diese 6 mussen von den 10 subtrahiert werden.
Mit Wiederholung: Es gibt mehrmals gleiche Auswahl 2 13 14
Reihenfolge : spielt keine Rolle 23 24
=> Kombination mit Wiederholung 34
ntk—1 = 4+1-1_- 4 _4
k 1 1
Idee 2
© Dipl.-Math. Der erste Wurf entscheidet, welche Zusammenstellung gemeint ist,

Armin Richter

Treff@
Lernen

damit gibt es 4 Moglichkeiten.
P(1,1,1,1,1) + P(2,2,2,2,2) + P(3,3,3,3,3) + P(4,4,4,4,4)

CHRISTINA STRAUCH
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Ein Wurfel wird zweimal geworfen berechne die Wahrscheinlichkeit fur B: Die Summe der Augenzahlen ist kleiner als 10
A: Es erscheint genau bei einem Wurf eine 6 Idee 1
Idee 1 Bei zwei Wirfen kann die Augenzahl zwischen 2 und 12 liegen,
Das sind 11 Méglichkeiten. Wenn die Summe kleiner als 10 sein
Auspragungn =2 (6; keine 6) soll, sind das 3 Mdglichkeiten weniger, also 8. Die aber mit
Versuche k=2 unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit.
: ) . . ‘, Héhere Summen bieten mehr Mdglichkeiten des
ohne Wiederholung: da weder die 6 noch ,keine 6 doppelt auftreten sollen Zusammenstellens:
Reih_enfolg_e . : spielf[ eine Rolle, (6,x) ist was anderes als(x,6) ; :_11:6 - 2+5: 3+4
=> Variation ohne Wiederholung
n! _ _ Idee 2
(T-k)' =21=2 P(6,6) + P(6,6)
' Wie viele 2-er Teilmengen kann man aus 6 Elementen erzeugen:
Ergibt 2 Mglichkeiten mit der Wahrscheinlichkeit von 1/6 und 5/6. -> Kombinationen mit Wiederholung 6"'2-1 Y
Idee 2 11 12 13 14 15 16
Versuche k=2 33 34 35 36~
44 4546
Gesamtzahl nk =62 = 36 //55 56
Davon sind zu subtrahieren alle beliebigen Kombinationen von 5 Elementen: 4 66
nk=52=25 ebenfalls mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
sowie eine Kombination (6;6)
ergibt 10 Mdglichkeiten mit gleicher Wahrscheinlichkeit Idee 3
Es sind 6 Elemente in Gruppen 11 12 13 14 15 16
Idee 3 zu2zu gliedern, 21 22 23 24 25 26
L P
Auspragung n = 6 ml.t Wiederholung, .da auch 31 32 33 34 35 36
Versuche k=1 (2;2) zugelassen sind 41 42 43 44 4546
und die Reihenfolge eine Rolle 51 52 53 54 55 56
Die Moglichkeit 6 verschiedene Zahlen in Gruppen zu 1 anzuordnen ist spielt, da (1;5) und (5;1) zu 61 62 63 64 65 66
6 - unterscheiden sind. -
1 => Variation mit Wiederholung n* = 62 = 36
© Dipl.-Math. Das gilt sowohl fur den 1. wie auch fur den 2. Wurf, damit 12 Mdéglichkeiten. Diese 36 Mdglichkeiten haben die gleiche Wahrscheinlichkeit

Armin Richter

Treff@
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CHRISTINA STRAUCH

Davon ist zu subtrahieren der Durchschnitt (6,6) da nur genau eine 6 geworfen
werden soll.

Maoglichkeiten 10 mit der Wahrscheinlichkeit 1/6 fur jeden Wurf:

1.1_10 _ 5
10 -4 6 36 18

Aber wie komme ich auf die giiltigen Moglichkeiten ?
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