Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dreiecke # Dreiecke c
Das Dreieck ist ein Vieleck. In der Ebene ist es die einfachste Figur, die
von geraden Linien begrenzt wird.
Ecken:
Jedes Dreieck hat drei Ecken, die meist mit Grof3buchstaben (A, B, C)
gegen den Uhrzeigersinn beschriftet werden.
Seiten:
Die drei Begrenzungslinien des Dreiecks nennt man Seiten und werden
meist mit Kleinbuchstaben (a, b, c) beschriftet. Die Seite a liegt gegenulber
dem Eckpunkt A, die Seite b gegentiber dem Eckpunkt B, usw.
Winkel:
In jedem Dreieck gibt es drei Innenwinkel, die meist mit griechischen
Buchstaben bezeichnet werden:
Winkel a beim Eckpunkt A, Winkel B beim Eckpunkt B und Winkel y beim
Eckpunkt C
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Bezeichnungen a b, c _ Seiten
A B, C ... Eckpunkte
a, B,y ... Winkel
a',B',y’ ... Komplementwinkel w '=90° - w
a”,B",y" ... Supplementwinkel w " =180° - w
S,,8,,S, ... Seitenhalbierende
M, M, , M, ... Mittelpunkte der Seiten
S .. Schwerpunkt, Schnittpunkt der Seitenhalbierenden
U ... Umkreismittelpunkt, Schnittpunkt der Mittelsenkrechten
m_,m ., m, .. Mittelsenkrechte, Lote von O auf die Seitern
R .. Umkreisradius
I ... Inkreismittelpunkt, Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
[ N ... FuBRpunkte der Lote von | auf die Seiten (Berlhrpunkte des Inkreises)

a’b’c

Ba 2 hca 1 bap s hop 1 Igg » e .. Seitenabschnitte an den FuBpunkten der Lote von | auf die Seiten

.. Winkelhalbierende

W, , Wy, W, .

W, , Wy, W, ... Winkelhalbierendenabschnitte, Al, Bl, Bl

W, W, W, ... Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit der Seite
r .. Inkreisradius

. ... Mittelpunkt der Ankreise tber BC, AC , AB

A’ ‘B’ 'C

ro,r.r ... Radien der Ankreise

R N P O ... Bertihrpunkte der Ankreise mit den Seiten
l,, - Der Ankreis um |, beruhrt die Seite b

a,,a.,a,.,a,,a.,a ... Abstande der Ankreismittelpunkte zu den Eckpunkten

AB’ “AC’ “BC’ "BA’ “CB’ "CA
a, - Abstand von |, (erster Buchstabe) zum Eckpunkt B

H ... Schnittpunkt der Héhen

h,,hg, he ... Hohen

h,, hg. h, .. obere HOhenabschnitte, AH, BH, BH

h,,h, ,h, ... untere Hohenabschnitte, Lote von H auf die Seiten
© Dipl.-Math. H,. Hg ., Hg . FuBpunkte der Hohen
Armin Richter H,, Hy, H, .. die Halbierungspunkte von h, , h , h,
Treff. az,a;,b,,b.,c;,c, ... Seitenabschnitte an den FuBpunkten der Héhen
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Musterbeispiele

Thema Gesetze und Regeln
Bezeichnungen F ... Mittelpunkt des Feuerbachschen- (9-Punkte-) Kreises
FIABC] ... Flacheninhalt
(aus dm Zusammenhang wird klar, welches F gemeint ist!
R: ... Radius des Feuerbachkreises
e=HU ... Eulersche Gerade (Lange der Strecke)
R. =R/2 ... Radius des Feuerbachschen Kreises
s=%(a+b+c) ... Halber Dreiecksumfang
2s=a+b+c ... Dreiecksumfang
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dreiecke @ Gleichschenkliges Dreieck
Ein gleichschenkliges Dreieck wird durch eine Symmetrieachse (= Héhe A= 1 et \/m
auf die Basis) in zwei gleich grol3e Teile (zwei kongruente rechtwinklige = 2
Dreiecke) geteilt. = c/4*\4a?—c?
In der Praxis findet man gleichschenklige Dreiecke oft bei Kirchtiirmen
oder Giebeldachern. U= 2*3a + ¢
Die Schenkel sind gleich lang: a=b
Die Basiswinkel sind gleich grof3: a=p
@ Gleichseitiges Dreieck
Gleichseitige Dreiecke kommen in der Natur sehr haufig vor, z.B. haben a B
viele Verkehrszeichen die Form eines gleichseitigen Dreiecks. A B
Wie der Name schon sagt, sind alle 3 Seiten dieses Dreiecks gleich lang.
Daraus folgt, dass auch alle 3 Winkel gleich grof3 sein missen. c
Die Winkelsumme jedes Dreiecks betragt immer 180°, dividiert durch 3 1 a3
ergibt das eine WinkelgroRe von 60°. A= 5a 5 3
Alle Seiten sind gleichlang: a=b=c
Alle Winkel sind gleich grol3: a=0f=y = & 3
4
U= 3*a
A 2 B B
© Dipl.-Math. @ Satz von Thales
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Ist eine Dreieckseite der Durchmesser eines Kreises und der dritte
Punkt des Dreiecks liegt auf der Peripherie des Kreises, dann ist das
Dreieck ein rechtwinkligen Dreieck
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele

Dreiecke @ Rechtwinkliges Dreieck

Da ein rechtwinkliges Dreieck einen rechten Winkel (= 90°) hat und die
Winkelsumme in jedem Dreieck 180° betragt, bleibt fur die anderen beiden
Winkel noch genau 90° Ubrig.

Cc

Zwei Winkel, die zusammen 90° ergeben, nennt man Komplementarwinkel.

Die langste Seite im rechtwinkligen Dreieck heif3t Hypotenuse. Sie liegt
gegenuber des rechten Winkels.

Die beiden kiirzeren Seiten heil3en die Katheten. Sie schlieRen den rechten
Winkel ein. b
a

1
2

@ Spitzwinkliges Dreieck

Bei einem spitzwinkligen Dreieck sind alle 3 Winkel kleiner als 90° (= spitze
Winkel).

@ Stumpfwinkliges Dreieck

Das nebenstehende Dreieck ist ein stumpfwinkliges Dreieck, weil der Winkel c
B groRer als 90° ist.
Ein Sonderfall davon ware ein gleichschenklig-stumpfwinkliges Dreieck (2 b
: Seiten sind gleich lang und jener Winkel, den sie einschlielen, ist ein stumpfer @
© Dipl.-Math. Winkel
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema

Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

Dreiecke
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@ Die Innenwinkel eines Dreiecks

Wir konstruieren ein beliebiges Dreieck.
Die 3 Winkel werden nun abgeschnitten.

Legt man nun die 3 Winkel so nebeneinander, dass sie denselben
Scheitelpunkt haben, so betragt ihnre Summe immer 180°.

Die Winkelsumme der drei Innenwinkel
betragt immer 180%
a+p+y =180

@ Die AuBenwinkel eines Dreiecks

Verlangert man die Seiten eines Dreiecks, so entstehen
bei jedem Winkel 2 Nebenwinkel (supplementare Winkel
= erganzen einander auf 180°).

Die Winkel a, und a, sind gleich

grof’ und heiRen Aufienwinkel des
Winkels a.

Wie bereits bekannt gilt:
a+p+y =180°
AuBerdem gilt fiir die AuRenwinkel:

a+a, =180°

daraus folgt, dass

B+vy =aq,
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dreiecke 77 Umwandlung eines Dreiecks aus Seiten in Eckpunktkoordinaten
MB_2_2A pdf A
Gegeben ist ein Dreieck mit seinen Seiten a, b und c. Zur Berechnung Lineare Algebra.pdf / ab S.49
verschiedener Werte des Dreiecks, soll das Dreieck in die Vektorrechnung C
Uberfihrt werden. Dazu missen die Koordinaten der Eckpunkte bestimmt
werden.

Verninftigerweise legt man den Punkt A auf die x — Achse in den negativen
Bereich der Achse, so dass seine Koordinaten heien : A (x| 0)

Der Punkt B liegt ebenfalls auf der x — Achse, aber im positiven Bereich. :
B(z]0)

Fir den Punkt C wahlt man die Koordinaten C (0 | y) auf dery — Achse.
Wie kann man die Werte fur x, y und z mit den Seitenldngen a, b und ¢
berechnen ? y

Nach dem Pythagoras gilt : x2+y2=Db?
und (cx)?+y*=a?
(C-x)? +y? = &
c?—2cx + X2+ y?=g?

c?—2cx+ b? =a? X Z
b? + c?2—a%=2cx
A
b2 + c2 — g2 7= a’—b?+c?
X=- 2c 2c
Der Wert flir x muss negativ sein.
b%+ c?—a%+ 2bc - 2bc
2c
_(@atb+c)(bt+tc—-a) _ 2bc unter Benutzung der Formeln fiir den halben Umfang:
2c 2c
2s=a+b+c
:2322(§—a) _22_bcc 2(s—a)=b+c-a
2(s—b)=c+a-b
= 2s (s:—a b 2(s-c)= a+b-c

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

(s—c)+(s—a) =b
x und z sind die Seitenabschnitte, in die der Hohenfu3punkt der Seite ¢ (s—a)+(s—b)
die Seite c teilt. Berechnung erfolgt weiter hinten im Kapitel Héhen auf der
Seite Seitenabschnitte

=C
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dreiecke
X2 + y 2=p2
y 2=p2_x2
y2=b%— [b2+cz—a2j 2
2c
_ b2+ c2— a2 b2 + c2— g2
(- ege] oo g
_ 2bc—-b?-c*+a? 2bc + b? + c?—a?
2c 2c
= @a?-(b-cy?* _(btc)*—a?
2c 2c
- (@a—b+c)atbc)(b+c+a)(b+c—a)
4c?
_2s2(s—a)2(s-b)2(s—c)
4c?
—4s(s—a)s-b)(s—c)
CZ
=2 - 2
y=% Vs(s—a)s-b)(s-c) = £F
c c
Der y Wert fir den Punkt C entspricht der Hohe auf die Seite c.
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dreiecke @ Ahnliche Dreiecke
Zwei Dreiecke heifl’en ahnlich, wenn ihre Seitenlangen in dem gleichen
proportionalen Verhaltnis stehen (zentrische Streckung) und ihre Innenwinkel
gleich sind.
Erater Ahnlichkeitssate Seite - Winkel - Seite
Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie
im Verhaltnis zweier Seiten
und dem eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen
Puveiter Ahnlichkeitssate Winkel — Winkel — (Winkel)
Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie
in zwei Winkeln Ubereinstimmen
Wenn zwei Winkel gleich sind, muss wegen der Winkelsumme auch der
dritte Winkel gleich sein.
Dritter Ahnlichkeitisate Seite - Seite - Seite
Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie
im Verhaltnis aller drei Seiten Uibereinstimmen
Dierter Winkel - Seite - Seite
© Dipl.-Math.
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Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie im Verhaltnis
zweier Seiten und dem der gréReren Seite

gegenuberliegenden Winkel Gbereinstimmen.
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele

Dreiecke @ Kongruente Dreiecke

Zwei Dreiecke heilRen Kongruent (Deckungsgleich), wenn sie vollig Uberein-
stimmen und Ubereinandergelegt werden kénnen, so dass keines der Dreiecke
unter dem anderen herausschaut. Der Unterschied zu den Ahnlichkeitssatzen
besteht darin, dass bei Ahnlichkeit die Seiten in einem gleich Verhaltnis stehen,
wahrend bei kongruent die Seiten gleich lang sein missen

Erater Xongruenzsatz Seite - Seite - Seite

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie

in drei Seiten Ubereinstimmen

Pweiter Xongruenzsatz Seite — Winkel - Seite

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie
in zwei Seiten und

dem dazwischenliegenden Innenwinkel Ubereinstimmen

Dritter Xongruenzsatz Seite - seite - Winkel

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie
in zwei Seiten und dem der grofieren Seite
gegeniberliegenden Winkel Gibereinstimmen.

ierter Xongruenzsatz Winkel - Seite - Winkel

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie
© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

in einer Seite

und den beiden anliegenden Innenwinkeln

Ubereinstimmen
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Formeln @ Allgemeines Dreieck C
Das wohl am haufigsten vorkommende Dreieck ist das ungleichseitige (oder
auch unregelmaflige Dreieck).
Ein ungleichseitiges Dreieck hat 3 verschieden lange Seiten und demnach
auch 3 verschieden grof3e Winkel.
U=a + b + ¢
In vielen Formeln haufig benutzte Abkurzung s fiir die Halfte des Umfangs
des Dreiecks
1 1
s=§(a+b+c) = 2U
a_ |(s=b)(s=q) g_  [B—cAs=2 _ |(s=a)s=b
Sin 2 = ~\ be sin 2 ’\ ca S|n% = ab
a_ |s(s—a B . [s(s=D y_ |s(s-c
cos 5 = \ o cos 5 ca cos 5 ab
a_ |(s=b)(s=c) tan £ =, [(8=C)s=2) YV _ |(s—a)s=b
tan 5 s(s—a) 2°N s(s-b) tan2 s(s—c)
___b+tc-a _c+a-b _atb-c
s—a= > s—b= > s—c= 5
2(s—a)=b+c-a 2(s—-b)=c+a-b 2(s-c)= a+b-c
(s—b)+(s—c) =a (s—c)+(s—a) =b (s—a)+(s—b) =c
- a B v
s = 4Rcos2 cos 5, COs,,
© Dipl.-Math.
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Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

Thema
Formeln ¢ Flachenformeln fiir das Dreieck €
Koeffizient * Grundlinie * Héhe
1 h
= = c .
F= 2
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist halb so grof3 wie der Flacheninhalt des
Rechtecks
1 .
F=_,absiny
2 a B
Flachenformeln, in denen alle drei Winkel oder Seiten auftreten: A
Heronsche Formel F=+vs(s-a)(s—b)(s-c)
Wir konstruieren ein beliebiges Dreieck ABC:
F=%VY@a@+b+c)b+c—-a)c+a-Db)a+b-c) (Alle Angaben in cm) 9
— 1 G I B T Ly v e Dreieck erganzt zu einem Viereck
F =72 (b + ca® + &%) — (a* + b* + ) Nun ergénzen wir das Dreieck zu einem Rechteck.
F=2+R2-sina-sinBe-siny (R Umkreisradius: siche Mittelsenkrechte ) Flacheninhaltsformel des Rechtecks:
=g2etan S etan B +tan ¥
F=s tan2 tan2 tan2
= abc
4R
F=rs
F=vrer or +r,
= . . e qj g . i ﬁ . i ¥
F=4-r-R sin, +sin, esin;
Flachenformeln, in denen ein Winkel oder eine Seiten auftritt:
E= a?esinfBesiny _ b?esinaesiny _ c?esina-sinf
B 2+sina B 2+sinf B 2+siny
F= %bcsina = % casinff = % ab siny
© Dipl.-Math.
Armin Richter F= a-° h, —beh - Cc-h
2 2 2
Treff®
F=r (s—a) =r,(s—b) =r.(s-c)
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Formeln 4 Berechnung fehlender Dreiecksstiicke
%z 1 Seite und 2 Winkel (= 3 Winkel) bekannt (WWS, WSW, SWW)
Bekannt: a, B, y und die Seite b=g. SINB c=g. SINY
—h.sina —p. SNV
b a=b sin B ¢ sin 3
= sina _ sin B
a - C ° . - .
¢ siny b=c siny
¢ 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel (SWS)
Bekannt:
Seite b, ¢ Winkel a a= Vb2+c2—2bccosa a=bcosy+ccosf
Seite a, ¢ Winkel B b= Va?+c?-2accosp b=ccosa+acosy
Seite a, b Winkel y c=Va2+b2-2abcosy c=acos B +bcosa
aZ +b2 + CZ _
a’+bccosa=b’+cacosB=c’+abcosy= 2 2bccosa=b*+c*-a
die Winkelberechnung erfolgt wie unter: drei Seiten gegeben 2cacosB=c*+a’-b?
2abcosy=a?+b?-c?
5 1 groBe Seite, 1 kleine Seite und an die kleine Seite
angrenzender Winkel (SsW oder WsS)
Bekannt: Berechnet den der kleineren Seite gegenuberliegenden Winkel
Seite a, b Winkel a B = arcsin(b * sin a )
a
Seite a, b Winkel B a = arcsin(a * %ﬁ )
Seite a, ¢ Winkel a - ... sina
© Dipl.-Math. v =aresin(c s =57
Armin Richter Seite a, ¢ Winkel y a = arcsin(a » 0¥ )
c
Treff@® | seieb, cwinkelp v = arcsin(c - %ﬁ )
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Seite a, b Winkel y siny )
C

B =arcsin(b *
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Formeln 7< 3 Seiten a1 arbac) =10
2 2
_ 2—p2—c? b?— c?— a2 c—a*-—b? In vielen Formeln haufig benutzte Abkiirzung
a=arccos( —_ppe ) B=arccos( —pca ) Y=arccos( _pgp ) s fiir die Halfte des Umfangs des Dreiecks
3 Mollweidsche Formeln % Formeln mit Benutzung des halben Umfangs s
B-v y—a a-0 _
btc _ cos =5 cra _ 95 a+b :cos 5 g o s_bb:_c cos%= S_(%)
a sin g b sin 125 c sin 32‘ 2
B s—c)(s—a B . |[s(s=D)
sin 5 = ca 0052‘\ ca
sin B-v sin ¥=¢ sin a=B
—-C _ 2 c—a _ 2 a-b _ 2 s—a)s—b v s(s—c
a b c sin¥ = cos ; =
cos cos B cos ¥ ab 2 7\ ab
2 2 2
¢ Tangenssatz a _ |(s=b)s=c
S tanz—\J s(s—a)
+
btc _ @M T B_ |(s=cXs-a)
b—c tanys = A\l s(s-b)
tan %V
. tan ¥ = _|(s=alls=D)
5 Weitere Formeln fiir allgemeine Dreiecke 2 s(s—c)
sina +sinB+siny = 4003% cosIi cos%
2 tana +tanf+tany = tana- tan <tany
cosa +cosB+cosy = 4sin % sing- sin% +1 cotp coty+ cotycota + cota cotff= 1
—sina +sinB+siny = 4 cos g sin ,[23_ sin32¢ tan%tan% + tan%tan%+ tan g tan %: 1
a 8 Y _ a ot B oot ¥
— COS O +cosB+cosy=4sing cosg— 00332‘—1 cot2+cot2+cot2 COtZCOtZCOtZ
© Dipl -Math, sin2a +sin 2B +sin2y = 4sina sinf siny sin2a +sin2 B + sin?y i 2cosa cosP cosy +2
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—sin2a +sin2B +sin2y = 4sina cos B cosy
cos 2a +cos 2B +cos2y =—4cosa cosfB cosy —1

—cos2a +cos2B+cos2y = —4cosa sinf3 siny +1

— sin?a +sin?B +sin?y = 2cosa sinf siny

cos?a +cos?fB+cos?y = —2cosa cosfP cosy +1
— cos?a +cos?PB+cos’y =—2cosa sinfBsiny +1
— sin22a +sin? 2B +sin?2y = —2 cos 2a sin 2B sin 2y

—cos?2a +cos?2B +cos?2y = 2cos 2a sin2f sin2y +1
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere @ Eck — Seiten — Transversale
Pun_kte Im Geraden, die ein Dreieck schneiden, heilen Transversalen. Geraden, die eine
Dreiecke Dreiecksseite und den gegeniiberliegenden Eckpunkt schneiden, heifen
Ecktransversalen.
Zwei willkarlich gewahlte Geraden schneiden sich — wenn nicht der
Ausnahmefall der Parallelitdt gegeben ist — in genau einem Punkt. Drei
willkurlich gewahlte Geraden schneiden sich im allgemeinen in drei Punkten.
Beim Dreieck kommt es aber haufig vor (man hat sogar den Eindruck, es ist
die Regel), dal sich drei Geraden (z.B. drei Ecktransversalen) in einem Punkt
schneiden. Im Falle der Mittelsenkrechten (die keine Ecktransversalen sind)
oder der Winkelhalbierenden fallt der Beweis dafir nicht schwer, weil die Weiter sei im linken Fall und im rechten Fall
entsprechenden Punkte (Umkreis- bzw. Inkreismittelpunkt) besondere waren. _ _ _ — — —
Aber schon fiir die Hohen, deren Schnittpunkt nur dadurch ausgezeichnetist, | d, =YZ;d,=2ZX;d, = XY fi=YZ; f,=2X; f,=XY
daf} sich in ihm die H6hen schneiden, ist so ein Beweis wesentlich schwieriger.
Das sind die Seitenldngen des FuRRpunktdreiecks.
Es gibt aber einen Satz, der den Fall, dal} sich drei Ecktransversalen in einem
Punkt schneiden, auszeichnet. Das ist der Satz von Ceva. Im rechten Fall (LotfulBpunktdreieck) gilt
f,=e,sina; f,=e,sinB; f,=¢e,siny
(Diagonalen im rechtwinkligen Sehnenviereck).
Schnittpunkte dreier Geraden im Dreieck
AuBerdemgilt a=2Rsina, b=2RsinB, c=2Rsiny
Legt man je einen Punkt (X, Y und Z) auf den Dreiecksseiten fest, entstehen ea eb e
Seitenabschnitte (a, ,a,,b,, b,, c,, c,). Wahlt man die Punkte nicht Hieraus folgt f = —L- = -2 , f= 23
. . oo . 2R 2 2R 3 2R
unabhangig voneinander sonder mit einer Zusatzbedingung, kann man
erreichen, daf} bestimmte interessante Sonderfalle eintreten. Insbesondere Fiir die Winkel erhait )
kann man feststellen, ob sich drei Geraden, die durch die drei Punkte definiert ur die Yvinket erhaft man:
wurden (z.B. die Ecktransversalen durch diese Punkte oder die Senkrechten ¢ a b
in diesen Punkten), in einem Punkt schneiden. CoSs O, - Cos B, - cosy, € € & a, b, c,
cosa, cosB,"cosy, . 5 p & b, G
Im linken Fall handelt es sich um Ecktransversalen, die von einem Eckpunkt ez ez ez
des Dreiecks bis zur gegentiberliegenden Seite reichen. T2 s
Im zweiten Fall handelt es sich um die Lote vom Punkt P auf die Dreiecks-
seiten und es gibt keine Verbindungsgerade von den Eckpunkten zu X,Y P, Py Py
. oder Z, sondern nur eine Verbindung von P zu diesen Punkten, deren ; . Qi . Qi e, e e
© Dipl.-Math. Verbindung dann senkrecht auf der Seite auftrifft. s!n 9 s!n B, s!n LC T 1
Armin Richter sina, - sin B, - siny, 0, p. p
2 3 1
e, e, e
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere @ Eck-Seiten-Transversale im allgemeinen Dreieck
Punkte im (Ubernommen von Arnold Fehringer) (1-yy'b
Dreiecke
Die Eck-Seiten-Transversalen sind die interessanteren im Dreieck, da sie eine
Verbindung des Eckpunktes mit der gegeniliberliegenden Seite herstellen.
Seien AS und BT zwei Eck-Seiten-Transversalen eines Dreiecks ABC, welche
die Seiten a, b im Verhaltnis x:(1-x) und y:(1-y) mit 0<x,y<1 teilen, so teilen
sich die Eck-Seiten-Transversalen im Verhaltnis p:(1-p) und q:(1-q) mit
- Yy = X
Py | PP Iy Ty
p_ _ y q _ X
1-p 7 x(T-y) " 1247 y(a-x
Die Langen der Eck-Seiten-Transversalen sind:
IAS| =J (@2 +(b2—c2—a?)x+c?)  [BT| =J (b%y? + (a2 - c? - b2)y + ¢?) (1-y)b (1-x)-a
Beweis:
1. Fall: Dreieck ABC spitzwinklig T S
Die Streckenlangen der griin gezeichneten Linien folgen aus dem
Strahlensatz. Ausgangslinie ist die Linie h als Héhe auf die Seite c: b
yo
Die senkrechte Linie von S auf die Seite ¢ (hier bezeichnet mit H): \ q */BT/ X*a
h: _H H=xe<h p*\P\s
a xa
Analoges gilt firr die senkrechte Linie von T auf ¢, womit diese Streckenlange
danny « h ergibt.
Die senkrechte Linie vom Schnittpunkt der beiden Transversalen auf die
Seite ¢ (Die gesuchte Strecke wieder mit H bezeichnet): c
|AS| _ p*|AS H=pex-+h cp cq
. xh H
© Dipl.-Math. c—xp X
Armin Richter Analoges gilt, wenn man von dem Eckpunkt B die Transversale zum Punkt T P
betrachtet: H=qey+h
Treff® yq c-yq
Lernen
CHRISTINA STRAUCH p(c — xp) q(c-vyq)
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere Betrachten wir jetzt die Teilung auf der Seite c. Die beiden Bezeichnungen p
Punkte im und gq wurden in Analogie zum Pythagoras gewahlt. Fortsetzung des Beweises:
Dreiecke Der Abschnitt der Seite ¢ bis zum FuRpunkt des Lotes vom Punkt S (hier Lost man die Gleichung (2) nach s statt nach t auf, oder setzte das
bezeichnet mit L): berechnete s in Gleichung (3) ein, erhalt man die Gleichung fir die
H Variable t: _ X
—_ = -Q = L] - —_—
<h =L L=xep X+y—xy
Analoges erhalt man fir den Abschnitt vom Eckpunkt A zum FuRpunkt des Betrachtet man die Strecke AS als Hypotenuse eines rechtwinkligen
Lotes vom PunktT: L= yeq Dreiecks, so gilt nach dem Pythagoras:
|AS|? = (xh)? + (c — xp)?
Die Streckenabschnitte von den Eckpunkten A und B bis zum FuBpunkt des |AS|? = x2h? + c? — 2¢cxp +x2p?
Lotes des Schnittpunktes der beiden Transversalen (hier wieder mit L |AS|> = x3(h? + p?) + ¢ — 2cxp
bezeichnet). Betrachtet wird die Transversale von B nach T: |AS|? = x?a? + c? — 2cxp
vh - h L=te(c—y-q) Far allgemeine Dreiecke gelten folgende Formeln (weiter vorn bereits
c-Yyq L bewiesen):
Analoges erhalt man fir die Transversale von Anach S: L =s(c —x * p). p=(a’+c*-b*)2c = 2pc=a*+c’-b?
q = (b?+ c2-a?)/2c
Gesucht sind die Werte s und t in Abhangigkeit von x und y. Dafur stehen
folgende Gleichungen zur Verfligung: |AS|? =x2a?+ c2—x (a®+ c?- b?)
(1) p+q=c |AS|]? = x?a? + x (b?*- c2- a?)+ c?
(2) sxh=tyh = sx=ty SchluRfolgerung aus dem Satz:
(3) tlc—yq)+s(c—xp)=c Seitenhalbierende teilen die Seite im Verhaltnis 1:1. Flir den Satz
angewandt bedeutet das, x=0,5,y=0,5,1-x=0,5und 1 -y =0,5.
] ) ] S ] Fir das Teilungsverhaltnis s bzw. t der Seitenhalbierenden ergibt sich
Setze Gleichung (2) in Gleichung (3) ein mit der Umstellung von Gleichung (2) |somit:
= X 1
- 2
’ SX s = y = 0.5 - 05 _— _2
@) = S-ya+s-xp)=c C x+y-xy 05+05-025 075 3 3
4
s(cx — xyq) + s(cy — xyp) = ¢y
s(cx —xyq + cy —xyp) =cy und das heil3t, der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden teilt die
© Dipl.-Math s(cx + cy — xy(p+q) ) =cy Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 : 1 .
Armin Richter SECX +ey— ))(yc) =cy
S(X+y—Xxy =y
Treff®
Lernen == iy—x
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@ Satz von Ceva

Die drei nicht parallelen Ecktransversalen AA', BB' und CC' des
Dreiecks ABC schneiden sich genau dann in einem Punkt,
wenn flr die Teilverhaltnisse auf den Dreiecksseiten gilt:

(ACY)  (BA) (CB) _,
(CB) =~ (AC) = (BA)

Beweis: Die Gerade DE sei zu AB parallel. Dann folgt aus dem Strahlensatz

IAC| _ [CE] IBAl _ |AB| ICB'| _ |CD|
|CB| ICD| = |AC]| ICE| = [|BA| |AB|

Das Produkt dieser drei Gleichungen liefert die Behauptung.
a,b,c,=a,b,c,

Die Formulierung ,genau dann“ bedeutet, dass die Aussage des Satzes
auch umkehrbar ist. Eine Aussage dar Uber, wann sich drei Ecktransver-
salen in einem Punkt schneiden, liefert die

Umkehrung:
Kann man die Gleichung fur die Streckenverhaltnisse nachweisen,

dann schneiden sich die Ecktransversalen auch in einem Punkt.
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere @ Analogon des Satzes von Ceva
Linien im i . _
Dreieck Interessiert man sich fir Senkrechte in den Punkten X, Y und Z, so gilt

folgender Satz:
Schneiden sich drei Senkrechte auf den Dreiecksseiten in einem
Punkt, so ist die Summe der Quadrate der Abschnitte gleich.
812 + b12 + 012 = azz + bz2 + C22 (6)
Beweis:

Die drei Vierecke oAZPY , oBXPZ und oCYPX
sind rechtwinklige Sehnenvierecke.

Damit gilt fur die Diagonale e,, e, und e,

2 —_ 2 2 —_ 2 2
" = ¢ +tps = bz +tp,
2 —_ 2 2 — 2 2
e,° = a“+p” = ¢+ Ps
2 —_ 2 2 —_ 2 2
€ = b1 tp, = a7 tp,

Addition dieser Gleichungen liefert die Behauptung.

Umkehrung des Satzes:

Gilt fir 6 Seitenabschnitte in einem Dreieck Gleichung
a12 + b12 + C12 = 322 + b22 + 022

so schneiden sich die drei Senkrechten in den Punkten in
einem Punkt.

© Dipl.-Math.
Armin Richter
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@ Satz von Menelaus
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Liegen die Punkte X, Y und Z auf den geeignet verlangerten
Seite BC, CA und AB des Dreiecks ABC auf einer Geraden
dann gilt :

BX CY AZ _
cx *ar *Bz *t

Die Stecken im Zahler und Nenner eines Bruches liegen jeweils auf der
gleichen Verlangerung der Dreiecksseiten. Bei zwei Verhéltnissen steht
die langere Seite im Zahler und die kiirzere im Nenner; Bei einem

Verhaltnis sieht die kiirzere Seite im Zahler und die Idngere im Nenner.

Die Umkehrung des Satzes lautet:

Giltdie Gleichung o x S¥ x ££ =1

fur die Punkte X, Y und Z auf den verlangerten Dreieckseiten,
dann liegen diese drei Punkte auf einer Geraden.
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere @ Satz von Stewart
Linien im
Dreieck
Sei AX eine Ecktransversale der Lange p, die die Strecke BC in zwei
Strecken mit den Langen BX = m und XC = n teilt. Dann gilt:
a (t2+mn)=b*m+c?n.
oder aufgeldst nach der Transversalen p :
p= Mpe g D2
a a
Es ist darauf zu achten, dass die Seitenabschnitte n und m jeweils zu
Dreiecksseite b? und c? gehdren, auf der sich der Seitenabschnitt nicht
befindet.
© Dipl.-Math.
Armin Richter
e Treff®
Lernen
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Besondere @ Die Hohenlinien
Ialgizr;&m ¢ Konstruktion

Die Hohen
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Die Konstruktion der Héhen erfolgt nach den gleichen Schritten, wie sie

weiter vorn in den Grundkonstruktionen zum Lot angegeben sind. Man kann
eine Hohe als das Lot von einem Eckpunkt auf die gegenlberliegende Seite

ansehen:

& Man konstruiert die Héhe, indem man um den Eckpunkt einen
Kreisbogen schlagt, der die gegenlberliegende Seite zweimal
schneidet.

& Zu diesen beiden Schnittpunkten konstruiert man die Mittelsenk-
rechte. Diese Mittelsenkrechte ist die Hohe auf die Dreieckseite.

& Der erste Kreisbogen erzeugt eine Kreissehne auf der Dreieckseite,
deren Mittelsenkrechte gleichzeitig Radius des Kreises ist und durch
den Mittelpunkt des Kreises verlauft, der in diesem Fall der
gegenuberliegende Eckpunkt des Dreiecks ist.

%7 Schnittpunkt der Hohenlinien

Unter einer Hohe versteht man die kiirzeste Entfernung (=Normalabstand)
eines Eckpunktes zur gegentiberliegenden Seite. Es ist die Strecke, die
senkrecht auf einer Dreiecksseite steht und zu dem gegentiberliegenden
Eckpunkt fuhrt.

Y ¥V WY

Die Hohengeraden schneiden sich in einem Punkt.

Dieser Schnittpunkt kann innerhalb, au3erhalb des Dreiecks oder
auf einem Eckpunkt (rechtwinkliges Dreieck) liegen.

Beim rechtwinkligen Dreieck sind die am rechten Winkel
anliegenden Seiten (Katheten) gleichzeitig die Hohen.

Hohen kénnen im Dreieck, auf den Seiten oder auRerhalb des
Dreiecks liegen. Sie enden im letzten Fall auf der Verlangerung der
entsprechenden Seite.

A c

h, . hg, h. istjeweils die gesamte HOhenlinie zum
angegebenen Punkt
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere 7 Vertauschbarkeit von Eckpunkt und Hohenschnittpunkt
Linien im
Dreieck

Wenn H der Héhenschnittpunkt eines Dreiecks ABC ist,
Die Hohen dann ist C der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABH.
Die Seite b des Dreiecks ABC ist die Hohe der Seite BH im Dreieck ABH
Die Seite a des Dreiecks ABC ist die Hhe der Seite AH im Dreieck ABH
Die Seite c ist sowohl im Dreieck ABC als auch im Dreieck ABH vorhanden.
Die Hohe von ¢ geht durch den Punkt C.
© Dipl.-Math.
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere 7%= Das HohenfuBpunktdreieck
Linien im
Dreieck Die Dreiecke A AH_H und A AH_H sind rechtwinklige Dreiecke Uber der

gemeinsamen Hypothenuse AH. Also ist das Viereck cAH_HH ein

Die g_[oﬁen Sghnenwereck. Der Mittelpunkt seines kare|ses halbiert AH =h_. Analog
sind o BH,HH_ und o BH,HH, Sehnenvierecke.

Es ergeben sich zwei rechtwinklige Dreiecke Uber zwei Thaleskreisen.

Die Hohen eines Dreiecks ABC sind die Winkelhalbierenden
seines Hohenfullpunktdreiecks.

Es gelten die Ahnlichkeiten
AABC = AH,BH, = AAHH. = AHMH,C <= 1:cosf:cosa:cosy

Y Y
b a Cs
Aus der Ahnlichkeitsbeziehung der Dreiecke AABC = AH,BH,
a B a B B a _ ¢
A c B HA a, Cy 3 . 2
. _ _at—-b?+¢c? __a-b’+c
He mit Cg = o und 3 2a
C
y Y (siehe ,Seitenabschnitte der Hohen*) folgt:
c _ 2ac_ _ 2ac . _1
a, a?-b2+c? 2accosP cos
© Dipl.-Math. a B a - 2ac_ _ 2ac _ A
Armin Richter H a B Hy A H, Cq a2—b2+c2 2accosp cos B

Treff@
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Damit ist das Verhaltnis der Seiten der beiden Dreiecke 1 : cos 3 .
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere 7% Das HohenfuBpunktdreieck
Linien im
Dreieck Die FuRpunkte der Hohen H, , H, und H_ bilden ein besonderes Dreieck —

Die Hohen

© Dipl.-Math.
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das HohenfuBpunktdreieck. Seine Innenwinkel lassen sich leicht bestimmen:

Die Dreiecke A AH_H und A AH_H sind rechtwinklige Dreiecke tber der
gemeinsamen Hypothenuse AH. Also ist das Viereck oAH_HH, ein
Sehnenviereck. Der Mittelpunkt seines Umkreises halbiert AH =h_.

Analog sind o BH,HH, und o BH,HH, Sehnenvierecke. Nach dem
Peripheriewinkelsatz ist <AHH_ = <AH_H_ = und damit «xH_H,H =p".

Analog gilt «<HHH=p", «HHH=<«HHH=a"und
sH,HH=<%HHH=p".
Damit folgt fur die Innenwinkel des Hohenful3punktsdreiecks

sHH,H. =2a", <HHH, =2B', <H,H H, = 2y".
AuRerdem folgt aus dieser Herleitung

Satz:

Ist das Dreieck ABC spitzwinklig, dann ist
» der Héhenschnittpunkt H des Dreiecks ABC der Inkreismittelpunkt
des Hohenfulbpunktdreiecks H.H,H und

b ¢
* die Ecken A, B und C des Dreiecks ABC sind die Ankreismittelpunkte
des HohenfulRpunktdreiecks H H,H .

Es gelten die Ahnlichkeiten
AABC=AHBH.= AAHH.=AHHC <= 1:cosB:cosa:cosy

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke folgen die Léngen
da=HBHC=aCOSG , deHAHCZbCOSB , dC:HAHB:CCOSY

und die Winkel

a=20'=m-2a, B=2B=m-2B, y =2y =m-2y
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere Die Hohen Im Dreieck A ABC sind die Winkelhalbierenden im Hohenful3-
Linien im punktdreieck A H,H H. und deren Schnittpunkt damit der Mittelpunkt des
Dreieck Inkreises des HohenfuRpunktdreiecks.
Die Hohen
Ist U der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC, dann ist
AULHH, BULHH, und CU_LHH,
Der Feuerbachsche Kreis ist der Umkreis des Hohenfupunktdreieck.
Die Vierecke o AH_HH, , o BH,HH und o CH HH, sind Sehnenvierecke.
© Dipl.-Math.
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Musterbeispiele

Thema Gesetze und Regeln
Besondere "‘;E Spiegelung des Hohenschnittpunkts
Linien im
Dreieck _ - L ,
Spiegelt man in einem spitzwinkeligen Dreieck den
p = Hoéhenschnittpunkt an den Seiten, so liegen die Bildpunkte
Die G{Oﬁen auf dem Umkreis des Dreiecks.
Die Entfernung von H zum Schnittpunkt der Hohen mit der gegenuberliegen-
den Seite ist genau so grof3, wie der Abstand dieser Schnittpunkte zum
Umkreis des Dreiecks.
Die Dreiecke H,H H, und H_H,H_sind &hnlich mit dem Léngenverhaltnis 1:2.
Beide Dreiecke haben den gleichen Héhenschnittpunkt.
© Dipl.-Math.
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Die Hohen

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

% Die Dreiecke ABH , BCH und CAH

A ABH (griin)
A BCH (rot)
A CAH (blau)

A ABH (grain)

Das lasst sich analog fir die anderen Dreiecke auch durchfiihren.
Die Hohenfupunkte aller vier Dreiecke (einschliellich ABC) ist gleich.

Die Seitenmitten der drei Dreiecke sind entweder
die Seitenmitten des Ausgangsdreiecks ABC : Ma , Mb, Mc

oder

die Mittelpunkte der oberen Hohen des Dreieck ABC: Ha, HB, Hy

Alle diese Punkte liegen auf dem Feuerbachkreis des Dreiecks ABC.
Da aber die Mittelpunkte aller Dreiecke auf dem Feuerbachkreis des
jeweiligen Dreiecks liegen, mussen auch die drei anderen Dreiecke den
gleichen Feuerbachkreis liegen. Durch jeweils drei Punkte ist ein Kreis

eindeutig bestimmt.

Der HohenfuBpunkt der Seite AB ist H
Der HohenfulRpunkt der Seite BH ist H
Der HohenfuBpunkt der Seite AH ist H,,

B
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere 7¢ Berechnung der Lange der Hohen h, , h,, h,
Linien im
Dreieck

Die Hohen
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Nach dem Pythagoras gilt: a®=h?+c;?
und b>=h2+c2

Lést man die erste Gleichung nach c, auf ¢, =V a?-h_2?

hC2=b2_CBz
h.2=b>-(c—Va2-h? )2

=b?-c?+2cV(@-h2)—-a’+h2?

Damit hebt sich auf beiden Seiten h_ > weg und der Wurzelausdruck kann auf

die linke Seite gebracht werden:
—2cVa?—h2=b?—c?—a? | beide Seiten quadrieren
4c? (a? - h.?) = b* — 2b%c? + ¢* — 2b%a? + a* + 2¢%a?
b= b* —2b%c® + ¢* —2b%’ + a* + 2c’a*>  4c*a’

4c? 4¢?

_ V2(b%c? + b?a? + c?a? ) — (a* + b* + c* )
N 2c

Das entscheidende ist nicht die Kompliziertheit dieses Ausdruckes, sondern,
dass man jede Dreieckhthe aus der Kenntnis der Seitenlangen berechnen
kann. Dabei ist der Wurzelausdruck im Zahler fir alle Hohen identisch, die
Unterscheidung ist nur im Nenner.

h = % Vs(s—a)(s—b)(s—c)

C

V2 (a%b? + b2c? + c?a?) — (a* + b* + ¢*)

h,=csinB =bsiny= 25
o N2 (a%?+b2c? + c?a?) — (a* + b* + ¢)

hy=asiny =csina= %
) i V2 (a?b? + b2c? + c%a?) — (a* + b* + ¢)

ho=bsina =asinB= 2
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Musterbeispiele

Thema Gesetze und Regeln
Besondere
Linien im h =csinB =bsi oA a
. =csinP =bsiny= i iny = é8 = ——%——
Dreieck A MY= 2RsinBsiny a cot B + coty
. .. e : o 92A _ b
Die Hohen h,=asiny =csina= 2Rsinysina= e coty + cot a
. . 2A S C—
h,=bsina =asinp = 2R sinasin B = c ~ cota+cotp
- 82+4Rr+1r?
hy+hg+he= ==
2
hAhB+hBhC+hChA= 2rRS

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
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F2=s(s—a)(s—b)(s—c)

s(s—a) (s—=b)(s—c)

%(-a“étuéq —\ab+b2+bc -ac + be + ¢?)
. %(a2+}kk—>a§ -\a&g—b2+bc +§Q+bc—cz)

Yi(-a2+ b2 +2bc+c?) Vi(a? —b?+2bc —c?)

16 (2a@%h%+2a%c?+2b%c? -a* -b* -c*)

= 1/16 ( 2(b2C2 + b%a? + c%a? ) — (a* + bt + ) )

16 F?2 =16 s(s—a)(s—b)(s—c)
= 2(b%c?2 +b%a?+c?a?)— (a*+ b* +c*)

“2(a+b+c) Y2(-a+b+c) 2(@a-b+c) 2(a+b-c)

1/16 (- a* + a’b? - 294)0 +a’c? +a’b®>-b*+ ;b3/c —b%c® +2a”bc - 2}24: +4b?

32—243 +a%c? — b’c® + 2pc® — ¢ )
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele

Besondere Hieraus f0|gt 1 1

Linien im a_ h M b _ N _ M

Dreieck b - h, 1 ,C h, 1

’ j—['”ﬁ hB hC

Die onen das heil¥t, die Seitenlangen verhalten sich wie die Kehrwerte der Hohenlangen

Man kanndas auchals a:b:c= :T : % : :T schreiben.
A B (63
Die GroRe ah, ist eine zyklische Invariante. Es ist der doppelte Flacheninhalt
2F = ah, =bh, =ch,
© Dipl.-Math.
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere 7= Die Seitenabschnitte a,, a.,, b, b, c,, c;
Lm'_en Im Weiter ergibt sich aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke
Dreieck

Die Hohen
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a_b b_c ¢ _a
b, a,’ ¢, b, a; ¢, (12)
oder aquivalent
a _b b_g C_ % (13)
b a, ’ c b’ a Cy

Diese Formeln kann man zum Beweis daflir verwenden, daf sich die Hohen
in einem Punkt schneiden. Fir die Abschnitte, in die die Hohen die Seiten
teilen, gilt namlich
a; b, c, a;'b.-c, a'b-c

= = =1
A Cg Cgra,"b, b-c-a

woraus nach der Umkehrung des Satzes von Ceva die Behauptung folgt.

Gesucht ist die Léange der Seitenabschnitte.
Nach dem Pythagoras gilt: a®=h?+c;?
und b*=h2+c,?

L6st man diese Gleichungen nach h, auf:

2 = 2 2 2 = 2 2
h? = a*—c, h? = b*-c,
2 2 =h2 2

a’—cy? =b*-c,
=b?-(c—c,)

2 2 =ph2 2 2
a®—cg? =b*-c*+ 2ccy—Cy
a’-b?+c?= 2cc,

oder:
e az—b? +¢? _—a+ b2+ C:—32+b2+C2
° 2a A 2b A 2c
_ a2+b2_02 _ a2+b2_c2 _ a2_b2+c2
c 2a c 2b Cg = 2c

und

und

2 = 2 2
a*=h+b,
2 = 2 2
c’=h2+b,

2 = 2 2
b>=hz2+a,
2 = 2 2
c’=hz2+a,

h2 = a?—b.?
hBZ = CZ_bAZ
az_bcz =C2_bA2
=c?—(b-b.)
a®—cg2 =c®—b*+ 2bb_.—b.?
a’+b*-c?= 2bb,

2 = 2 2
hz2 = b*-a,
h2 = c*—a?
2 2 =QR2 2
b*-a? =c*-a,
= 2 2
=c*—(a—a,)
2 2 =2 2 2
b*’-a? =c*-a*+ 2aa,—a,
a®+b’-c?’= 2aa,


http://www.treff-lernen.de/

Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff®

Lernen F = (b )

7 Berechnung der Hoéhenrechtecke F,, F , F_

Aus (12) ergibt sich auRerdemc, -c=b, ' b,a,-a=c;-cundb,-b=a_"a.
Das heildt, dal® die Flacheninhalte der Rechtecke an den Eckpunkten, die von
den Hohen aus den Quadraten Uiber den Seiten herausgeschnitten wurden,

F,=c,-c=b,'b
Fs=a,-a=c;-c
F.=b,-b=a.-a
Dies GrofRen hangen offensichtlich so mit den Seitenquadraten zusammen:
a?=F +F_
b*=F, +F,
c2=F,+F,

Diese Gleichungssystem lasst sich I6sen :

F, =% (b*+c?- a?)

F, =% (c®+a?-b?)

gleiche Flacheninhalte haben. Wir fihren deshalb folgende Bezeichnungen ein:

Thema
Besondere Aus den Formeln der Seitenabschnitte folgen die Gleichungen:
Linien im der Hohen :
Dreieck b=_32+b2+cz C=_az+b2+(;2 bbA=CCA= b2+ c2-2a2
A 2b A 2c 2
Die Hohen
c = @-b2+c2 5 - @-br+c ccB=aaB=—az_b2+CZ
B 2c 8 2a 2
4 __ 4 _ 4 2n~2 — 2__ K2 2 2 2 A2
, - @tb2-c? b = @2tb2-c aa =bb=a2+b2_02 a‘—b*—c*+2b%?= (a2-b%2+c?) (a2+b2-c?)
C 2a C 2b (o} C 2
a4_(b2_cz)2 - (az_(bz_cz))(az+(b2_cz)) (az_b2+02) (az+b2_02)=ZaaB *2aaC=4-a2-aB-aC
= (aZ — b2 + C2) (aZ + b2 CZ)
= a“—b“—c“+a¢€2—acz— b2+b202+a%2+b202
a4_(b2_cz)z = a‘*—b*—c* + 2 b2c2?

Fe
C
ac
be h
H, v H,
h, | h,
8g
a h hB
Ca fe Cg
FA Fg
C

CHRISTINA STRAUCH
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Besondere ¢ Die Hohen im stumpfwinkligen Dreieck
Linien im
Dreieck Fir stumpfwinklige Dreieck ergibt sich der nebenstehende Sachverhalt. Der
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Hohenschnittpunkt liegt auRerhalb des Dreiecks und bei den Héhenab-
schnitten sind zwei gréRer als die zugehérige Seite, so dal’ der zweite
Hohenabschnitt als negative Entfernung zu werten ist, sonst gibt die
Summe nicht mehr die Seitenlange.

Die Dreieckshohen sind kleiner als die Strecke vom Eckpunkt bis zum
Hohenschnittpunkt. Damit missen bei der Unterteilung der H6hen in die
zwei Abschnitte wieder negative Werte auftreten.

Der obere Abschnitt geht vom Eckpunkt bis zum Héhenschnittpunkt.

Fur die Hohen, bei denen im Eckpunkt spitze Winkel auftreten ist
dieser Abschnitt groRer als die Hohe selbst, da der Abschnitt die
Verlangerung der ist. In dem Eckpunkt, in dem der stumpfe
Winkel liegt ist dieser Wert negativ, da die Strecke auf der
anderen Seite des Eckpunktes liegt.

Der untere Abschnitt geht vom Eckpunkt bis zum Héhenful3punkt.

Fir die Hohen, bei denen im Eckpunkt spitze Winkel auftreten ist
dieser Abschnitt kleiner als die Hohe selbst. Diese Werte sind
negativ, da sie der Richtung der H6he (vom Eckpunkt zur Seite)
entgegenlaufen.

In dem Eckpunkt, in dem der stumpfe Winkel liegt ist dieser Wert
positiv, da die Strecke die gleiche Richtung hat, wie die Hohe
selbst vom Eckpunkt zur Seite.
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Besondere 77 Die LotfuBpunkte der HohenfuBpunkte auf den anderen Seiten
Lini_en im Die LotfuBpunkte der Hohen treten beim Taylorkreis wieder auf. Alle Lotful3-
Dreieck punkte der Hohen auf den anderen beiden Seiten liegen auf dem Taylorkreis.
Wegen der komplexen Formel der Hohenberechnung ist es nicht moéglich fir
1 o die Abstande und Langen praktikable Formeln zu finden, die nur die Seiten-
Die Hoﬁen langen benutzen. Es werden deshalb hier Formeln angegeben, die auf
andere Dreiecksstlicke zurtickgreifen. Flr den LotfuRpunkt A, wurden
mehrere Formeln angegeben
LotfuRpunkte auf ¢
Lot von HA auf die Seite ¢ Lot von HB auf die Seite ¢
Lange des Lotes Lange des Lotes
% N, 3 I B, =h, cos(a) = h Pas Nebs
A, =h, cos(B)=h, c T o ¢~ s —s ¢ T c
he A, a, b,
a g A= P 1B,= 5 N
Abstand A_ von A Abstand B_von A
_ . _. h _ h? “b “b b, _ b?
Coae = hysin(B) =h, e JLC C, g = b, cOs (a) = e 40
Canc _ Ca C, = h, c
h hcx  Ac h A
A : CB Bc
B hAZ CA _!
-~ cc, A c
2 " 2 2 CB
_ h, _ -3
c c
Abstand A_von B Abstand B_ von B
a, ay° : h h,2
Cg pc = 8 COS (B)=ag c - ¢ Cq g = hg sin (a) = h, jL= Jc;;
he A h
c - Cppe ™ hA C, a*+ b* + ¢* — 2a%b? + 2a%c® — 2 b*c?
G Cha - a 4a’c
© Dipl.-Math. h,2 ob
Armin Richter i , C, p (hA) = TZL
o~ A
/ Treff. h 2 c2- aBz
- A -
Lernen =7
CHRISTINA STRAUCH
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Besondere LotfuRpunkte auf a
Linien im
Dreieck Lot von HB auf die Seite a Lot von HC auf die Seite a

Die Hohen
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Lange des Lotes

Abstand B, von C

Lange des Lotes

Abstand C, von C

bC bcz - f — hC — 4hCi
ag g, = be COS (V) = b, a - a ac g = e sin (B) = he a> 2
Abstand B, von B h h e Abstand C, von B
— H — B — B 2
%o6a " hB sin {v) = hB a a g ca — Cg COS (B) = Cs CaB - %
LotfuBpunkte auf b
Lot von HA auf die Seite b Lot von HC auf die Seite b
Laénge des Lotes Lange des Lotes
Abstand A, von C , Abstand C, von A
_ _ a. _ ac C, CA2
be » = 8 COS (V) = & b~ b b, g = C4 COS (0) = C, b = b
Abstand A von A Abstand C_ von C
A | R Ll . h h.?
bAﬁAb - hA sin (Y) = hA t/)-\ 0 bBJ30 = hC sin (q) = hC l;: = 4C~b
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) Y

Besondere b4 Die oberen Hohenabschnitte h , hp, hv
Linien im Weiter vorn in diesem Dokument konnten fiir die Hohen folgende Gleichungen
Dreieck nachgewiesen werden:
Die Hohen - V2(b%c? + b%a? + c?a? ) — (a* + b* + ¢*)

a 2a

_ \ 2(b%c? + b%a? + c2a2 ) — (a* + b* + ¢*)
b 2b

Gesucht ist der Wert x (y) in Abhédngigkeit von den Seitenlangen a (b):
Herleitung beispielhaft fir die Seite a:
Nach dem Pythagoras gilt: b?=h,?+ ((1-x)a)?

und c?=h,?+ (xa)?

Lost man diese Gleichungen nach h auf: h? = b2 — ((1-x)a)?
h? = b%— (a2 — 2a%x + a?x?)
h2 = C2 _ a2x2

oder: b2-a?+ 2a%x — a?? = c2 - a?x?

2a2x =c2-ph2+ g2 bzw. fiir die Seite b:
- C+a’-b? _ c+b’—a?
X = 23z y 2b2

Die fur die Teilungsverhaltnisse von Transversalen bereits vorher bewiesenen
Formeln (siehe dieses Dokument weiter vorn)
=—Y D S
p(hA) Xty —xy bzw. p(hB) XY —xy
2 4+ b2 — g2 432b2
p(hA)= € 2a d 2(n~2 2 __ 172 2, Za 2 _ h2y 2 2 _ 02 2 2 _h2
2b 2a%(c? + b2 —a?) + 2b%(c? + a2 —b?) — (c*+ b2 —a?) (c2 + a*>—b?)

Zusammenfassung des Nenners:
2a%(c? + b? — a?) + 2b?(c? + a2 — b?) — (c? + b2 - a?) (c? + a2 - b?)

Erster Teil :

2a2(c? + b? — a?) + 2b%(c? + a? — b?)
© Dipl.-Math. = 2(a’c?+a?h?—a* +b?c? +ah?—-b*)
Armin Richter = 2(b%?+ a?b? + a’c?) + 2a?h? — 2a*— 2b*

Zweiter Teil :
Tl‘eff. (c?+b?-2a?) (c?+a?-b?)
Lernen

= ¢* + a2c? — b2c? + b?%c? + a%b? — b* — a%c? — a* + a?b?
= 2h2 _ A4 _ K4 4
CHRISTINA STRAUCH =2ah? —a*—b*+¢C
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B_es_onqere vor dem zweiten Teil steht ein Minuszeichen: b = —@ b2+ c =zatb?+c?
Linien im o al? +at4 bt ot T A 2c
Dreieck Fasst man beide Ausdriicke zusammen, ergibt sich : = 2+ b2 +c?

2bb, = —a?+Db?+c? 2cc, = —a’+b’+c

Die Hohen
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2 (b%c? + a?b? + a?c? ) + 2a%b? — 2a*- 2b*

—2a%?+ a*+ b* —ct

2(b%c? + b?a? + c?a? ) — (a* + b* + c*)
Das ist der gleiche Ausdruck, der bei h, unter der Wurzel steht.
Damit ergibt sich fur p :
2 + h2 — g2 432h2?
hA)= © .
P(hA) 2b? 2(b?c? + b%a? + c?a? ) — (a* + b* + ¢*)

2a? (c?+b?2-2a?)
2(b%c? + b%a? + c?a? ) — (a* + b* + c*)

p(hA) =

und flrp-h,:

2a? (c?+b?2-2a?)

V 2(b%c? + b%a? + c2a? ) — (a* + b* + ¢*)

2(b%c? + b%a? + c?a? ) — (a* + b* + c*) oa

Lange der Strecke vom Eckpunkt A zum Schnittpunkt der Héhen (p * h,):

h o= peh = a(c? +b? - a?) (2 + b2 — a?)
‘ b J2(b%c?+bra?+cta?)— (@t +bi+ct) 2h,
b(c? + a2 — b?)
hy =q-h,= N (G Gl )]
\ 2(b%c? + b%a? + c%a? ) — (a* + b* + c*) 2hy
2 2 _ 2
h=teh,= c@® +b* - _ (@*b-c?)
\ 2(b%c? + b%a? + c?a? ) — (a* + b* + ¢*) 2h,

V 2(b%c? + b2a? + c%a? ) — (a* + b* + c*) =2a h, =4F
Damit ergibt sich fur p(hA) :

2a® (c® +b?-a?)

p (hA) = 2(b2c? + b2a? + c?a? ) — (a* + b* + ¢*)
_2a 2bb,
4a*h?
bb
p(hA)= — 2
A
bb, cc
h, = h, - h
CCy _ a ag
hg = h, ~ hg
_aa, _ b b,
hv_ hC - hc
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Besondere 7= Die oberen Hohenabschnitte h,, h,, h, c
Linien im , o , e : : o :

. Wie man leicht sieht, schneiden sich die Hohen untereinander in den Die ahnlichen Dreiecke,
Dreieck Dreieckswinkeln. Das ergibt die Ahnlichkeitsbeziehungen die den Winkel a und

einen rechten Winkel
enthalten.

Die Hohen Winkel a : A AH,C ~ A AH,B ~ A HHB ~ A HH,C
Winkel B : A BH,A ~ A BH.C ~ A HH,C ~ A HHA

Winkely : A CH,B ~ A CHA~ AHHA~ AHH,B
Fir den oberen Hohenabschnitt h, erhalt man deshalb

FA
h=a-cE=a <:=a-FA
«  he 2F 2F
c
aulerdem gelten die folgenden Beziehungen: A
F,=%((B*+c*-a’)=c,-c=b, b
2F=ah, B
h:a-b-bA _b'b _ c-c
¢ ahA hA hA
h = Ya(b*+c*-a*) _b*+c?-2a?
a ah, - 2h,

wendet man das analog auf die anderen Seiten an, erhalt man folgende Formeln

h=a.EA= bbA _ C-CA =b2+02_a2
=" OF h, h, 2h,
=b.F _ a-aB _ C CB _ a2+ c2-b? (14)
" F hg hg 2 h,
c-F b-b a-a 24+ h2—¢?
© Dipl.-Math. h= Spe=—te = B8 o SRDESC
Armin Richter c c €

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH



http://www.treff-lernen.de/

Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere %7 Mittelpunkt der oberen Hohenabschnitte
Linien im
Dreieck Halbiert man die Stecke zwischen Eckpunkt und Héhenschnittpunkt, erhalt

Die Hohen
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man den Mittelpunkt des oberen Hohenabschnittes. Schlagt man um diese
Punkte Kreise jeweils mit dem Radius des Mittelpunktes bis zu
Hohenschnittpunkt, erhalt man drei Kreise mit folgenden Eigenschaften:

Jeder Kreis um den Mittelpunkt eines oberen Héhenabschnittes
mit dem Radius vom Mittelpunkt bis zum Héhenschnittpunkt
enthalt auRer dem Héhenschnittpunkt aller drei Hohen noch die
beiden anderen Héhenschnittpunkte mit den anliegenden
Dreiecksseiten.

a) Die Dreiecke ABC und HaHBHY sind einander ahnlich.
b) Die Seiten besitzen das Verhaltnis 2 : 1

c) Die Dreiecke besitzen die gleichen Hohenlinien und damit den gleichen
Hoéhenschnittpunkt.

d) Das Dreieck der oberen Hohenmittelpunkt und das Mittendreieck
besitzen den gleichen Umkreismittelpunkt und den gleichen Umkreis.
(Beweis auf der nachsten Seite)

e) Die Lange der halben oberen Hohenabschnitte ist identisch mit der
Lange der Mittelsenkrechten.
(wird bei den Seitenhalbierenden gezeigt)

f) Das Dreieck CM_M, ist ahnlich zum Dreieck ABC. Der Hohenschnittpunkt
im Dreieck CM_M, ist der obere Halbierungspunkt Hy .
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Thema
Besondere Die Dreiecke H,H H, und C H B sind &hnlich. Sie besitzen einen
L'm_en m gemeinsamen Winkel und die Seiten vom Punkt H ausgehend:
Dreieck HHy : HC und HHB : HB besitzen das gleiche Verhaltnis 1:2.

Die Hohen
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Damit ist das Verhaltnis Hv HB : CB ebenfalls 1:2.

Die Dreiecksseiten des Hohen obere Halbierungsdreiecks sind halb so groR,
wie die Seiten des Dreieck ABC und parallel zu den Seiten von ABC.
Vom Mittendreieck sind die Seiten ebenfalls halb so gro3, wie die Seiten von
ABC und die Seiten sind ebenfalls parallel zu den Seiten von ABC.
CHV = HVH da der Halbierungspunkt der oberen Hohe ist.
CM, = M,A, da Mb der Halbierungspunkt der Seiten AC ist.
Damit sind die geraden AHA und M, H, parallel.
Aus der Berechnung der Hohen sind die beiden Winkel, in die die Hohe
den Winkel in der Ecke teilt angegeben und berechnet.

a =%(B+y-aq)

B ="%(y+a-p)

Y =%(a+B-y)

Im Eckpunkt M, ist der Winkel B' + B zu berechnen.
pr+p="%(y+a-B)+B="2(y+a+p)=90°
Dieser Winkel ist ein rechter Winkel. Damit ist das Viereck M;H HM_ ein

Rechteck. Ein Rechteck besitzt einen Umkreis und der Mittelpunkt dieses
Umkreises ist der Schnittpunkt der beiden Diagonalen. Damit haben das
obere Héhen Halbierungsdreieck und das Mittendreieck den gleichen
Umkreismittelpunkt und damit auch den gleichen Umkreis.

CHRISTINA STRAUCH
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Besondere ) . . " .
Linien im Da der Hohensc_hnlttpunkt de_s Dreiecks AB_C u_nd der Hohenschr_uttpunkt

. HaHBHy der gleiche Punkt sind, der Umkreismittelpunkt des Dreiecks
Dreieck identisch ist mit dem Umkreismittelpunkt des Mittendreiecks und damit auf
der Euler Geraden des Dreiecks ABC liegt, missen auch alle Punkte des
Die j—[b’ﬁen Dreiecks HaHBHYy auf der Eulergeraden des Dreiecks ABC liegen.

Dreieck HaHBHy

s HU=
Y6 HU
2 HU = U=
H 7 HUjec S UMaMch
S |
% HU % HU
Dreieck ABC

© Dipl.-Math.
Armin Richter
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Besondere 7¢ Winkelteilung durch die Héhen
Linien im Aus den rechtwinkligen Dreiecken lassen sich auch Formeln fiir die geteilten
Dreieck Winkel herleiten. (Fur die Formeln der unteren Teilabschnitte h,, h, und h,

Die Hohen
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siehe nachfolgende Seiten.) F -F
h = A C
b 2bF
F,-F.
sina' = —En = 2bF = nglfc 2FF = —EA—
v c Fg € Fe c
2F
F F
i r—_b —_A i r—_c¢c—- _B r—_a - _C
sin a h, " b sin B h ~ ca siny hB ab

Aus der nebenstehenden Darstellung lasst sich aber auch folgendes
Gleichungssystem herleiten:

a+p =y (1)
B+y=a (2
o ty=p (3
Dieses Gleichungssystem ist I6sbar:
(1) o =y-p (2*) y-B+y+y=a
(3) o =B-y V=%(a+B-v)
v E - 5[\3/ iy Einsetzen in (3*)

a =B-"%(@+B-y)
a =%(B+y-a)
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Besondere 7 Die unteren Hohenabschnitte h,, h,, h;
Linien im
. - Yy
Dreieck Aus p= y—xy folgt
, . n= X+ty—Xy —V - X =Xy _ 1— .1—
Die Hohen 1-p Y Ty S T UY) Ty
unter Benutzung der vorhergehenden Formeln
c2+ g2 — b2 2+ b2—a?
- 2a? - 2b?
ergibt sich fur den ersten Faktor (oder Zahler)
c2+ a2 — b2 c2+ b2— g2
X(1-y)= 252 (1- 2p2
c2+a2—p2 a’?+b?—c?
X( 1 - y ) = 2a2 2b2
c%a?+c?b2—ct + at H/‘b{—/azcz/— )a?b{— b* + bc?
4 a2 b?
_ _a*—b*—c*+2b%*?
T 4arp?
1 _ _a*—b*—c*+ 2b3%c? 1
X=y) vy =y © 4 a2 * Xry—xy
der Nenner x + y — xy wurde vorher umgerechnet
a*— b* — c* + 2b2c? 4 a’b?
= [ ]
4 a?b? 2(b%c? + b%a? + c?a? ) — (a* + b* + c*)
1 B a‘*—b*—c* + 2b*c?
T-p=X(1-y) * S ¥y_xy~ 2(b%c?+b?+c%a?)—(a*+b*+c*)
© Dipl.-Math. _ _ a% — b* — ¢4 + 2b2c2 \ 2(b%c? + b%a? + c%a? ) — (a* + b* + c*)
Armin Richter h,=(1-p)-h,= 2(b%c2 + b%a? + c2a? ) — (a* + b* + ¢*) 23
Treff. a‘—b* — ¢ + 2b?c? 1
= 2a
Lernen \/ 2(b202 + b2a? + ¢2a2 )_ (84 +b*+ ¢t )
CHRISTINA STRAUCH
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Besondere bt ot 4 obrc? C
P a*—b*—c* +2b%
Linien im h,=(1-p)+h, = Die ahnlichen Dreiecke,
Dreieck 2aV 2(b%c? + b2a? + c2a? ) — (a* + b* + ¢*) die den Winkel a und
einen rechten Winkel

Die Hohen
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aulerdem erhalt man fir den unteren Hohenabschnitt h_ aus den

Ahnlichkeitsbeziehungen
F. F,

c
h_acas a__a _FB'FC
- h, ~ 2F - 2aF

a

und deren analoge Umsetzung auf die anderen Hohen:

PplFe B ER a* — b* — c* + 2b%c?

N="2aF =" h, = a*h,
h = F,-F.  bce b, _ b*—ct—a'+2c%? (15)
3 2bF hg - 4b? hy

c*—a*—b* + 2a%b?

h:FA.FB = CA.CB —
c~ 2cF he 4c? h,

enthalten.

CHRISTINA STRAUCH
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Besondere *ﬁ'g-' Berechnung der Teilung der Hohen
Linien im Gesucht sind die Anteile h_ und h_in denen H die Héhe h, teilt.
Dreieck Fur die Seitenabschnitte a, und a_. wurden weiter vorn folgende Beziehung
P .. gezeigt:
Die Hohen a F FLE
h = —A h =—8_¢C
: 2F ¢ 2aF
die beiden GroRen ins Verhaltnis gesetzt liefert:
h, _aF, _2aF _ a*-F, _ a2 (b+c?-a?)
h, 2F  F,-F, Fg-Fo  Ya(c?2+a2-b?)(a®+b%-c?)
Umformung des Nenners
(CZ + a2 _ bz)(az + b2 _ CZ)
aZCZ + bZCZ _ 04 + a4 + aZbZ —_ a2C2 _ aZbZ _ b4 + bZCZ
a*—b*—c*+2b%*?
h, - 2 Fa -0 (b% +c? - a?)
ha FB o FC (Cz + 32— bz)(az + b2 - Cz)
und unter Benutzung des umgestellten Kosinussatzes:
2bccosa=Db?+c*—a?
2cacosfB=c*+a%-hb?
2abcosy=a*+b*-c?
und der Seitenabschnitte der Héhen
h, _ __cosa __b*b _ c-c,
h, cosP cosy ag*a. ag*a,
© Dipl.-Math.
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"_n_ . -
Besondere 3¢ Zusammenhang der Seitenabschnitte
Lml.en Im Kombiniert man die Formeln (14) und (15), erhalt man :
Dreieck
F,-Fy-F.
h,-h . =h -h =h-h=—"7"—
. o a a B c i
Die Hohen 4F?
Das heif’t, h_ - h_ist eine Invariante, da sich die rechte Seite bei zyklischem
Vertauschen nicht andert. Das kann man auch geometrisch leicht einsehen:
Das Viereck oABH H; ist ein Sehnenviereck (zwei rechtwinklige Dreiecke
Uber einem gemeinsamen Durchmesser AB). Nach dem Sehnensatz gilt fir
die Abschnitte der beiden sich schneidenden Sehnen (Hohen) h, - h =h - h;.
Aus den Ahnlichkeitsbeziehungen ergibt sich weiter
h,~h,=a;-a, , hg-h=b.,-b, , h,-h=c,c
Hieraus erhalt man leicht
FC=hA ha-*-aC2 ’ FB=hA ha+al32
FA:hB hb+bA2 ’ FC:hB hb+bC2
FB=hC.hc+CB2 I:A=hC hc+CA2
Durch Addition dieser Gleichungen folgt
s (16)
ac+ bA2 + CB2 = aB2 + bc2 + CA2
© Dipl.-Math.
Armin Richter
Treff®
Lernen
CHRISTINA STRAUCH
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Thema Gesetze und Regeln
Besondere 7 Die dhnlichen Dreiecke
IBmI.en |I(m Der Héhenschnittpunkt H erzeugt eine ganze Menge ahnlicher Dreiecke. In
reiec einem ahnlichen Dreieck stehen alle Seiten im gleichen Verhaltnis

Die Hohen

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

(Strahlensatz) und die Innenwinkel der Dreiecke sind gleich.

(1) Alle Dreieck, die in H einen gleichen Scheitelwinkel besitzen sind
ahnlich. Da Scheitelwinkel immer gleich grof3 sind und alle Dreiecke
zusatzlich Gber einen rechten Winkel verfligen sind damit alle Winkel
gleich groR, so dass nach dem Ahnlichkeitssatz WWW die Dreiecke

ahnlich sind.
AHH, =BHH,; AHH_.=CHH, ; CHH, = BHH;

(2) Alle Dreiecke besitzen einen rechten Winkel, wenn sie einen zweiten

Dreiecke somit ahnlich. Dazu soll als Beispiel das Dreieck ABH_ und

B den gleichen Winkel, also sind sie &hnlich:

ABH, ~BHH,; ABH,=AHH_ | ACH,= CHH, ACH,= AHH;
BCH, = BHH,; CBH, = CHH,;

dass der Scheitelwinkel gegenlber die gleiche GroRe besitzt. Und
damit der Winkel HBH_ (Winkel in der Ecke B) die GroRe 90° - a.
Gleichzeitig ist dieser Winkel aber auch Winkel des griinen Dreiecks
AAH, B . Damit ergibt sich fiir den Winkel B = 90° — (90° — a). Da das
Dreieck bereits einen rechten Winkel hat, ist der Winkel nur noch von
90° zu subtrahieren. daraus folgt schlieRlich, dass 3 = a.

Damit sind zwei Winkel in den beiden Dreiecken gleich, also auch der

folgender Dreieck bewiesen:  ABH, = CHH, = BHH_;
ABH, = CHH, = BHH_; ACH_ = BHH_ = CHH;
damit gilt die Ahnlichkeit fiir vier Dreiecke

ABH = CHH, = BHH, = ACH,_

B C
grines gelbes blaue rote
Dreieck Dreieck Umrandung  Umrandung

CHRISTINA STRAUCH

Winkel besitzen, der gleich ist, dann sind alle drei Winkel gleich und die

das Dreieck HH_B betrachte werden. Beide Dreieck besitzen im Punkt

(3) Betrachtet man das gelbe Dreieck und den markierten Winkel a, so gilt,

dritte Winkel, so dass die Dreiecke ahnlich sind, somit ist die Ahnlichkeit
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere @ Die Seitenhalbierenden /
Linien im

\ F Konstruktion
Dreieck 7~

{ 1 _ & Man konstruiert zunachst die Mittelsenkrechen, wie oben beschrieben,
Die Seiten markiert aber nur den Schnittpunkt mit der Dreieckseite.
ﬁa[ﬁierengfen & Danach verbindet man diesen Schnittpunkt mit dem gegeniberliegen-

den Eckpunkt.
& Die beiden Winkel im Eckpunkt und die Schnittwinkel mit der
Dreieckseite sind unbestimmt und kénnen nicht angegeben werden.

%7 Schnittpunkt der Seitenhalbierenden

Eine Seitenhalbierende verlauft durch den Mittelpunkt einer Dreiecksseite und
durch den gegentberliegenden Eckpunkt. Diese Seitenhalbierende steht nicht
notwendig senkrecht auf der Seite. Nur bei einem rechten Winkel und
gleichschenkligen Dreiecken.

« Die Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt im Inneren
des Dreiecks.

«# Die Seitenhalbierenden liegen immer im Inneren des Dreiecks.

+ Die Seitenhalbierenden schneiden sich im Verhaltnis 1:2.

+» Die Seitenhalbierenden sind die Schwerlinien des Dreiecks, ihr
Schnittpunkt ist der Schwerpunkt des Dreiecks.
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77 Berechnung der Lange der Seitenhalbierenden

Besondere
L'n'_en im Aus dem Lehrsatz und der SchluRfolgerung ergibt sich fiir das Teilungsver-
Dreieck haltnis der Seitenhalbierenden: s: (1-s)=2:1

Allgemein ergibt sich die Lange der Transversalen zu:

Die Seiten-
halbierenden AV, { (@ixt + (= — gt ) M= (b2 + (2% — P = by + )
Die Teilungsverhaltnisse x der Seite a ergeben sich flr Seitenhalbierende:

x:(1=x)=% :% undy:(1-y)=% :%
Wird in der obigen Formel vor x und y der Wert 2 eingesetzt ergibt sich:

|AM.| { (a2 + (b2 —c?—a?)e+c?) [BM,| =$ (b*% + (a® — c? = b?)’2 + ¢?)

$(a2 +2b2 - 2¢2—2a% + 4¢?) \(bz +2a% - 2c? — 2b% + 4¢?)
|AM | = [BM, | =
2 b 2
s,=% V2 (b*+c?)— a? s,=% V2 (a?+c?)-b?
Far die Langen der Seitenhalbierenden s, s, s_gilt:
(20) sa=%\/2(b2+cz)—a2 =%\ b2 +c?+2bc cos a =\/%az+bCC°SG
(21) Sf%\/m =%\ c?+a?+2cacos B =+ /4b*+cacosp
22 —_——
(22) sc=% V2 (@a2+b?)—c2 | =% Va?+b2+2abcosy =4/%c2+abcosy
Wegen a? = b?+c?-2bccos a a%+ 2bc cos a = b2+ c?
2 (b?+c?)-a? 2 (b?+c?)-a?
2 (b2+ c2) — ( b2+ c2— 2bc cos a) = 2(a? + 2bc cos a) — a*

a2+ 4 bc cos a

b? + c2 + 2bc cos a
4 (Vaa?+4bccosa)

© Dipl.-Math.
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s2+s?+s?= % (a®+b?+c?
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere %7 Berechnung der Teilung der Seitenhalbierenden c
Lml.en im Aus dem Lehrsatz und der Schluf¥folgerung ergibt sich fur das Teilungsver-
Dreieck héltnis der Seitenhalbierenden: s : (1-s) =2 : 1. Damit ergibt sich die Lange

der Seitenhalbierenden vom Eckpunkt bis zum Schnittpunkt als:

Die Seiten-

{ = V2 (b2+c2)— a? =1 (5 (A2 4 2\ _ 2
halbierenden |AS=% V20 +c)-a BS=%V2(@+c?)-b

Der Schwerpunkt S erzeugt mit den Seitenhalbierenden 6 Dreiecke innerhalb
des Dreiecks ABC. Es gilt dabei folgender Satz:

Die durch den Schwerpunkt und die drei Seitenhalbierenden
erzeugten sechs Dreiecke sind Flachengleich.

Der Flacheninhalt dieser Dreiecke ist damit 1/6 F .
Das bedeutet aber auch, dal} die Seitenhalbierenden nicht nur die Dreiecks-
seiten in zwei gleich grolRe Teile teilen, sondern auch die Flache.

Auflerdem wurde erst im Jahr 2000 ! folgende Beziehung entdeckt:
Die Umkreismittelpunkte dieser sechs Kreise liegen ebenfalls

auf einem Kreis. Dieser Kreis wird nach seinem Entdecker
Lamoenkreis genannt. A

Aus den Formeln (20) — (22) folgt

s2+s2+s?=%(a®+Db?+c?
AuRerdem kann man sie verwenden, um die Seitenlangen durch die Langen
der Seitenhalbierenden auszudricken:

a?=8/o52+8/9s?—4os? =40 (2(s2+s?)— 8?)
2 -8 2 8 2 4 2—-4 2 2 2
b?=8/os?+8/082%— *os?2=2[0 (2(s2+8s2)— s7?)

?=8/952+8952— Yos? = Yo (2(s2+S2)— S2)

© Dipl.-Math.
Armin Richter a=% V(2(s2+s2)- s?)

Treff@ b=% V(2 (s2+57)— 57)
Lernen c=% V(2(s2+57)— 52)

CHRISTINA STRAUCH
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Die Seiten-
halbierenden
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ls, - HOhe des Dreiecks AASM_ = Lot von S auf ¢

FIAASM_1=%F =% Y%cl, =Yclg,

umgestellt nach F ergibt sich: F= %cl, = %2¢c31, = Y2ch,
Die Hohe des Dreiecks AASM_ ist /s der Hohe auf c.

ISa = % hA

le = % hB

ISc = % hC

Dreieck AAM_B
L., : Hohe des Dreiecks AAM_B = Lot von M, aufc

Das Dreieck fasst 3 der 6 flachengleichen Dreiecke zusammen, deshalb
betragt der Flacheninhalt %2 des Ausgangsdreiecks.

FIAAMB]="%F=%%cL
F=clL,, = %2¢c2L, = "%ch,

Die Hohe des Dreiecks AAM B ist 2 der HOohe auf c.

LM_ = %h,
LM, = %h,
LM, = %h,

CHRISTINA STRAUCH

Thema
Besondere ¢ Die Hohen der Teildreiecke C
Linien im Dreieck AASM
Dreieck c

AASM,

Yac HCE Mc Z3¢
CA :
C_—a2+b2+c2 i a%-b?
A 2c i 2¢c

c = a2 —Db? + ¢?
B 2c

Abstand des HohenfuBpunktes vom Seitenmittelpunkt auf Seite ¢

Voo oG ZEEDIHC g pe
A 2c 2c 2c

2 a2 —b? + c? b2 - a2

Y%he—c,=& - S———= = ¥
B 2¢ 2c 2c

Einer von beiden Werten muss positiv sein. Das hangt davon ab,
auf welcher Seite vom Mittelpunkt der HohenfuRpunkt liegt.
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Besondere 3¢ Projektionen der Seitenhalbierenden C
IISIrn(;ir(‘:ll(m Nach der Berechnung der Lote von S um den Seitenmittelpunkten werden
1

Die Seiten-
halbierenden
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hier die Seitenabschnitte der Lote berechnet. Die Berechnungen erfolgen
modellhaft an der Seite ¢ in Verbindung mit der Seitenhalbierenden zur Seite
a und zur Seite b

LM

ac

- LotfuBpunkt von M_ auf ¢
LM, : Lotfupunkt von M, auf ¢
LS, : LotfuBpunktvon S aufc
H. :HohenfuBpunkt auf c

Cc

AH_ : Abstand A zu HohenfuBpunkt H, :c,
B H, : Abstand B zu Hohenfullpunkt H, : ¢

—a2+ b2+ c?
ALM,, :AbstandAzulM  :'%2c, P
BLM, :Abstand BzulLM, — :%c, W
c
ALM_ :Abstand A zu LM ‘c, +%c, —a?+b?+3c?
* e 4c
BLM, :Abstand BzuLM,, :%c, +c, %:302
ALS :Abstand Azu LS Ys(c+c,) -a’+b?+ 3¢
) ¢ A 6c
B LS _:Abstand B zu LS :Va(c+cy) a?-b?+3c?
° ¢ 8 6c
H. M, : Abstand H_ zu M_ :Yhc—c, _322- b2
c
H, LM__: Abstand H zu LM_ : % c, a’-b? —22_+ c?
c
H, LM, :Abstand H,zu LM, : Y%c, —a? az_;rbz + ¢
c
H, LS, : AbstandH, zulS, : %c-%c, %

In Abhangigkeit vom Dreieck kdnnen die Werte auch negative
Vorzeichen haben. In diesen Féllen sind die Betrdge zu nehmen.

A LM, H, LS, M, LM_
Vac ' Yac
o ozEtbire o @obtd
A 2c . B 2c
AH,=c, Y H/LM,_ ='%c, , BLM,=%c,
VZXN Y2c, : BH.=c,
c,+ %, ' BLM,_ =%c,
ZEN Vac, *+Cy
c, :%C—CA: i c
% (c+c,) I Ys(c+c,)
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Besondere %z Die Winkel der Teildreiecke
Lml.en Im Da es sich hier grundsatzlich um nicht rechtwinklige Dreiecke handelt, bei
Dreieck

Die Seiten-
halbierenden
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denen aber die Seitenlangen bekannt sind, bietet sich zur Berechnung der
Kosinussatz an.

Dreieck AASM_

Bezeichnung : a,
Der Teil des Winkels a den die Seitenhalbierende s, mit der Seite ¢ einschliefl3t.

+1
_ Gt -1 =—a®+b?+3c?
cos a_= S =
¢ a Sa 4c
+1
cos a. = b, + 72 b, -1 =a*+3b*+c?
b S, . 4b
aB+1/Zac _ 1 3a’2-b*+c?
cosB,= s, T s, 4a
Cg+’%C, _ 1 _a?-b*+3c?
cos B, = S, T s, 4c
bo+%b, _ 1 a?+3b2-¢?
cosy, = S, T s, 4b
a *t%a; _ 1 3at+b?-c?
cosy, = s T s 4a
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Besondere %7 Die LotfuBpunkte des Schwerpunktes
Linien im
Dreieck Auf den vergangenen Seiten wurden die Lotfullpunkte der

Die Seiten-
halbierenden
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Seitenmittelpunkte auf die jeweils anderen zwei Seiten bestimmt.
Die Abstande der HohenfuRpunkte zu den jeweiligen Eckpunkten
sind im Abschnitt ,Hohen* bestimmt worden.

Was noch bleibt ist die Bestimmung der LotfuBpunkte des
Schwerpunktes auf die Dreiecksseiten.

Die Formel soll iber das Lot des Schwerpunktes auf die Seite ¢ bestimmt
werden. Da der Schwerpunkt die Seitenhalbierende im Verhaltnis 2:1 teilt,
teilt auch das Lot auf die Seite c die Strecke 'z ¢, + ¢, im Verhaltnis 2:1.

Damit ist die Lange von
BLSc = % (2c,+cy)="sc, +%c,= Va(c,+2¢,)= Va(Cc+cy)

_-—at+p?+c? - _@-bl+c?
% 2c B 2c
Ysc, + %cgy
—a?+b?*+c® | a’-b?+c? _ —a’+b’+c?+2a?—2b%+2c?
6C 3c 6¢
a2 —b?+ 3c?

6¢c
Fur den Abstand von A zu LS, mufl man diesen Wert von ¢ subtrahieren:

o @=DP+3C? | Bc?-a?+b?-3¢7
6c 6c

ALSC =% (c+¢,) = =8+ D+ 3¢ BLSC =% (c+ o) =2 -2t 3c2

ALSb =% (b +b)==2 302 Glgp =1 (b +b, = 2T

m=%(a+ag):% ®=%(a+ac):3azgaﬂ

CHRISTINA STRAUCH

Da die Hohe des Lotes von Mb nach LMb 72 h_betragt, ergibt sich
far die Hohe des Lotes von S nach LS_ . Die Langen sind bereits
einige Seiten vorher bestimmt worden.

ISa

le

ISc

Y%h,
Y%h,
Yh,
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(1/2 C)2 = (2/3 Sa)2 + (1/3 Sc)2 —_22, s, (% Sc) CoS X (% Sa)z = (1/2 C)2 + (% SC)2 -2 (1/2 C) (% Sc) Cos y
2%s,%s,cos X = (%) + (%) — (Vac) 2%c%s cosy= (acf+ (as) — (%s,)
4/9s s cosx =4/9s2+1/9s2— " c? 7scs cosx ="c* +1/9s2—-4/9s 7
4 241 2_1/ ~2 _ Yac® +1fos?— 4os?
cos <ASM_ = /oS, ://9 s2-"c cos <AM S = o
QSa SC c
o Va(2(DP+c?)—a%? )+ Yo Ya(2(@%+b?)—c?)—Vac? Yac2+oVa(2(@%+b?)—c?) —*oVa(2(b?+c?)—a?)
*los, s, Yscs,
2 242 2_ 1 241 241 2_ 1 2 1/ A2
fo b2+ 2/9 % — /o 8% + /1843/9'; lslsb /36 C2 —YacC Ve G+ s 32 + Yra b2 — s G — 2fo b? — 2o G2 + 1o a2
ae scCs,
—thsa? +45//91: b; — 115 c? 1/6 a2 — /e b?
ac Yss,C
_ a2 2 _ A2
cos <ASM_ = % a?z— b?
2cs,
© Dipl.-Math.
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Besondere @ Das AuBendreieck
Linien im
Dreieck

Die Seiten-
halbierenden
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a) Die Seiten der Dreiecke A1B1C1 und ABC sind paarweise parallel

b) Die Winkel dieser Dreiecke paarweise gleich grof3, und die Dreiecke
zueinander ahnlich.

¢) A, B und C sind die Seitenmittelpunkte des Dreiecks A1B1C1 , und
haben mit den entsprechenden Seiten des Dreiecks ABC das Verhaltnis
1:2.

d) Die - Hohen - des Dreiecks ABC sind
die - Mittelsenkrechten - des Dreiecks A1B1C1

e) Der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC : Hype =
der Umkreismittelpunkt des Dreiecks A1B1C1 : U

A1B1C1

f) Die Seitenhalbierenden von ABC sind
die Seitenhalbierenden von A1B1C1

g) Beide Dreiecke besitzen den gleichen Schwerpunkt
S,..=S

ABC A1B1C1

h) Die Seitenhalbierenden von A1B1C1 und ABC teilen sich ebenfalls im
Verhaltnis 2 : 1.

i) Da der Umkreismittelpunkt vonA1B1C1 und der Hohenschnittpunkt von
ABC zusammenfallen und die Schwerpunkte beider Dreiecke ebenfalls
zusammenfallen, miissen beide Dreiecke die gleiche Eulersche gerade
besitzen, da fir jedes Dreieck diese Punkte auf der Eulerschen Geraden
liegen missen.

Bei jeder Eulerschen geraden teilt der Punkt S die Strecke HU im
Verhaltnis 2/1. Das gilt auch fir das AuRendreieck.

HS=2SU
Rechts sind die jeweiligen Streckenlangen in Bezug auf das Ausgangsdreieck
ABC angegeben.

[ —
"

o
.

)
24

U
L

[ A -

C1

Eulersche Gerade in der VergroRerung:

Dreieck A1B1C1
U S %% HU =4/3 HU H
| s HU= % HU | 2T B M sc
H % HU S xsHU U

Dreieck ABC
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Besondere @ Eigenschaft des Mittendreiecks C
Linien im a) MM, || AB
Dreieck

Die Seiten-
halbierenden
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b) MM, =72 AB, entsprechend fir MM_und fir M M.

c) Die vier Dreiecke AMM,, M BM_, M\M_C und M_M,M_ sind zueinander
kongruent.

d) Die zentrische Streckung mit Zentrum S und Streckungsfaktor -0,5 bildet
das Dreieck ABC auf das Dreieck M,M,M_ab

e) AMM_M, ist ein Parallelogramm

f) Die Seitenhalbierenden des Dreiecks MM, M_liegen auf den Seiten-

halbierenden des Dreiecks ABC, damit haben beide Dreiecke den selben
Schwerpunkt: S,,. =S

MaMbMc

g) Die Hohen des Dreiecks M_ M M sind die Mittelsenkrechten der Seiten

a b c
des Dreiecks ABC (rot gestichelte Linien). Der Hohenschnittpunkt des
Mittendreiecks ist der Umkreismittelpunkt des Ausgangsdreiecks
H = UABC

MaMbMc

h) Das Dreieck ABC ist das Aulendreieck des Dreiecks MM, M_ .

i) Der Umkreismittelpunkt des Mittendreiecks liegt in der Mitte zwischen
dem Umkreismittelpunkt des Ausgangsdreiecks und dem
Hoéhenschnittpunkt des Ausgangsdreiecks.

Eulersche Gerade in der Vergrolierung:
Dreieck M_M,M_

UnHu= S

( 72 HU 5 Y6 HU % HU="%HU,,

ABC

|

H
| |
| |

H % HU S % HU U

Dreieck ABC
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Besondere @ Die Mittelsenkrechten
:Slglieer::ll(m 7% Konstruktion

Die Konstruktion der Mittelsenkrechten erfolgt nach den gleichen Schritten, wie
Die Mltte[' sie weiter vor in den Grundkonstruktionen angegeben sind:

Senﬁ”r‘ecﬁten & Man konstruiert sie, indem man zwei sich schneidende Kreise mit
gleichem Radius um jeweils zwei Eckpunkte zieht.

& Die Mittelsenkrechte verlauft durch die Schnittpunkte der beiden
Kreise.

& Der Mittelpunkt der Dreiecksseite ist ihr Schnittpunkt mit der
Mittelsenkrechten.

& Die Mittelsenkrechten verlaufen im allgemeinen nicht durch den
gegenuberliegenden Eckpunkt

7 Der Schnittpunkt

Die Mittelsenkrechten stehen senkrecht auf einer Dreiecksseite, gehen aber
nicht notwendig durch den gegentberliegenden Eckpunkt.
Das ist nur bei gleichschenkligen Dreiecken der Fall.

+ Die Mittelsenkrechten schneiden sich in einem Punkt.

« Dieser Schnittpunkt kann innerhalb (spitzwinklig), auRerhalb (stumpf-
winklig) des Dreiecks oder auf dem Mittelpunkt einer Dreieckseite
(rechtwinkliges Dreieck, Thaleskreis) liegen.

«# Der Schnittpunkt ist der Mittelpunkt des Umkreises flir das Dreieck.
(Der Umkreis geht durch alle drei Eckpunkte.)

R = a -_b _-_c¢c _ abc _ b
U 2sina 2sinB 2siny = 4F Zcos[d— —}
2
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck
Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere 7 Lange der Mittelsenkrechten
Linien im
Dreieck Nach dem Pythagoras gilt fir die Mittelsenkrechte m, :
. ) m?=R?— (b/2)?
Die Mittel- abo
E ﬁ Die Berechnung von R auf der vorhergehenden Seite R = 4E
senrrechten fuhrt zur Gleichung
2 a?b’c? _ b2
M= 16F2 ~ 4
beide Bruche auf Hauptnenner bringen:
2z 8% _ AP
b 16F* 16 F2 |
ausklammern
2= _b? 202 _ AF2
m, 16F2 (a®c? - 4F?)
m
Wourzel ziehen e
m, = 4%: (a%c? — 4F?)
2F=ah,
2 2 2 _ 02 cc bb 2F=bh
m = -8 \(b%c?—4F2) = @& (C2+b*=a%) h =" A - " "a B
a 4F 16 F2 A 2 hA 2 hA 2|::ChC
mb=4_t.i: (azcz_4F2) = b% (c?+a?—b?) hB = a ag - C Cy
16 F2 2 h, 2 hy
m:L (a2b2_4Fz) :C2 (a2 + b%?—c?) hC: bbC =aac
©oAF 16 F2 2h,  2h,
© Dipl.-Math.
Armin Richter
Treff®
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere %z Winkel der Mittelsenkrechten
Linien im

Dreieck Winkel zwischen Eckpunkten und Umkreismittelpunkt

Die Mittel-

<BUC = 2a <BCU = <CBU = 90° - a
senkrechten <CUA=2p <CAU = <ACU = 90° - B
<AUB = 2y <ABU = «BAU =90° -y

N IO

Winkel zwischen Seitenmittelpunkte und Umkreismittelpunkt

IMUM,=a+B <BUM, = <CUM, =a
M UM =B +y <CUM, = <AUM, =B
<M_UM_=y+a <AUM_=<«BUM_=y

Seitenlangen und Umkreisradius
a_

5 =Rsin(a) a=2Rsin(a) 1
_ b=2Rsin(B) '
© Dipl.-Math. b _ i '
Armin Richter 2 =Rsin(B) c=2Rsin(y) % E c g
Ve Treff. % =Rsin(y) i o
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema

Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf den Dreiecksseiten
Linien im ist der Mittelpunkt des Umkreises U. Als Langen der
Dreieck Mittelsenkrechten m_, m_und m_zahlen die Abstande

Die Mittel-
senkrechten
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zwischen Umkreismittelpunkt und Seiten (also die Lange
des Lotes vom Punkt U auf die Seiten).

Wegen <ACB =y folgt aus dem
Peripherie—Zentriwinkel-Satz <AUB = 2y,
also ¥AUM_=y.(blaue Linien)

Da ACUB ein gleichschenkliges Dreieck
ist, ist ma die Mittelsenkrechte von a , die
Seitenhalbierende und die
Winkelhalbierende von CUB.
Die Basiswinkel in C und B sind damit
jeweils a’ .

Analog folgen die Groen der
anderen Winkel mit
Scheitelpunkt U.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
AUM,C~ AAHC
(rechtwinklige Dreiecke mit
gemeinsamem Winkel a, griine
Linien) folgt

ma - CA
a he
2

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
AAHH ~ A CH.B
(rechtwinklige Dreiecke mit
gemeinsamem Winkel B, pinke

Linien) folgt
CA _ E - CA - ha ma =—y2h0
hu a hC a

m, =% h,
ma hq =1
— =—3 = m =%ha m, =72,
a a
2

Damit sind die blau und griin markierten Winkel
ebenfalls gesichert. Zu klaren sind die Winkel
zwischen den Héhen und den Verbindungen
zwischen U und den Eckpunkten. Dazu soll im
Eckpunkt C das rechtwinklige Dreieck AHCH,

betrachtet werden und dort der Winkel im Punkt C.

x+a +B=90
x+90-a+pB=90
x=a- B
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Thema Gesetze und Regeln
Besondere . I _ _ c c
Linien im Ebenfalls aus der Ahnlichkeit der Dreiecke A UM_C ~ A AH_C folgt
Dreieck R _ b
a h
. . 2 ¢
Die Mittel-
Setzt man fir h, den Wert aus 2F = ¢ h_ ein, erhalt man die Lange des
SenkTeCﬁten Umkreisradius’
R=ab-c
4F
% Umkreisradius und Hohe
Hohe auf b : h,=csina
Dreieck BUM_:
g =Rcos (90 —vy) =R ( cos(90) cos (y) + sin(90) sin (y) )
( Additionstheorem des cos )
da cos(90) = 0 und sin (90) = 1
=R sin (y) c MJ . c 90° - y/B-
c=2R sin(y) 2 2
folgt daraus m
h, = 2R siny sin a e
. . _2F __ _a
h,=2RsinBsiny = = = cot B + cot y
R 2 b
© Dipl.-Math. h,=2Rsinysina= ' = 5\ cota
2F
c
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere Betrachten wir den Umkreis des Dreiecks ABC und die Tangenten an diesen
Linien im Umkreis in den Ecken A, B und C. Die Tangenten in B und in C schneiden
} sich in X' ; die Tangenten in C und in A schneiden sich in Y'; die Tangenten in
Dreieck Aund in B schneiden sich in Z'.

Die Mittel-
senkrechten
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Das somit erhaltene Dreieck X'Y'Z' heil3t Tangentendreieck des Dreiecks
ABC. Eine Eigenschaft, die wir sofort sehen, ist, dal der Umkreis des
Dreiecks ABC der Inkreis des Tangentendreiecks X'Y'Z' ist; es ist aber
Vorsicht angeraten, denn dies gilt nur fur spitzwinklige Dreiecke ABC. Fur
rechtwinklige Dreiecke ABC existiert das Tangentendreieck "nicht ganz” (zwei
Tangenten sind parallel), und fiur stumpfwinklige Dreiecke ABC ist der Umkreis
des AABC ein Ankreis des Tangentendreiecks.

Ist AX'Y'Z' das Tangentendreieck eines spitzwinkligen Dreiecks ABC,
dann schneiden sich die Geraden AX', BY' und CZ' in einem Punkt, und
zwar im Gergonnepunkt des Dreiecks A X'Y'Z'

Die Verbindungslinien eines Eckpunktes mit dem gegenuberliegenden
Beruhrungspunkt des Inkreises schneiden sich in einem Punkt, dem
Geronnepunkt G.

Der AuRenkreis des Dreiecks ABC ist gleichzeitig der Innenkreis des
Dreiecks X'Y'Z'.

@ Sudpolsatz

In einem Dreieck schneiden sich die Mittelsenkrechte und die
Winkelhalbierende durch die gegeniberliegende Ecke auf dem
Umkreis
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere % Halbkreise liber die Seitenmittelpunkte
Linien im
Dreieck Zeichnet man um jeden Seitenmittelpunkt einen Halbkreis mit dem Radius

Die Mittel-
senkrechten
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der halben Seitenlange, dann liegen die an der Seite anliegenden Eckpunkte
auf diesem Kreis.

AuBRerdem liegen die Schnittpunkte der beiden anderen Dreieckshéhen mit b
den jeweiligen Dreiecksseiten auf diesem Kreis..
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere F¢ Spiegelung von U an den Dreieckseiten
Linien im
Dreieck a) Die Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC gehen durch die

Die Mittel-
senkrechten
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Spiegelungspunkte A, B, C,
b) Die Mittelsenkrechten von ABC sind die Hohen von A B C,, .
c) Damitist U der Hhenschnittpunkt des Dreiecks A B C, .

d) Die Mittelpunkte der Hohen im Dreieck A B, C,, sind die Seitenmittel-

u-uTu

punkte des Dreiecks ABC und damit die Eckpunkte des Mittendreiecks.
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere @ Die Winkelhalbierenden
IBI::;T:;m %7 Konstruktion

, ) Die Konstruktion der Winkelhalbierenden erfolgt nach den gleichen Schritten,
Die Winkel- | wie sie weiter vor in den Grundkonstruktionen angegeben sind:

halbierenden & Man konstruiert die Winkelhalbierende, indem man um den
Eckpunkt des Dreiecks einen Kreis zieht, der beide Schenkel
schneidet.

& Die gesuchte Winkelhalbierende ist die Mittelsenkrechte zwischen
den beiden Schnittpunkten auf den Dreieckseiten.

& Man macht sich hier zu Nutze, dass bei einem Drachenviereck die
eine Diagonale gleichzeitig auch die Winkelhalbierende ist. Die
Verbindung der beiden Schnittpunkte auf den Dreieckseiten ist die
andere Diagonale des Drachenvierecks.

%7 Der Schnittpunkt

Eine Winkelhalbierende ist eine Gerade, die durch einen Eckpunkt des
Dreiecks geht und den Winkel im Eckpunkt halbiert. Diese Gerade steht
weder senkrecht auf der gegentiberliegenden Seite, noch halbiert sie die
gegentberliegende Dreiecksseite. jeder Punkt auf der Winkelhalbierenden
ist Mittelpunkt eines Kreises, der die Schenkel des Winkels berihrt.

«# Die Winkelhalbierenden schneiden sich in einem Punkt im Inneren
des Dreiecks.

«# Dieser Schnittpunkt ist der Mittelpunkt des Inkreises. (Der Inkreis

© Dipl.-Math. berthrt alle drei Seiten des Dreiecks von innen.)
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iy

7z Satz liber die Winkelhalbierenden

In einem Dreieck teilen die Winkelhalbierenden eines Innenwinkels und
des zugehdrigen Aufienwinkels die Gegenseite harmonisch im
Verhaltnis der anliegenden Seiten.

Beweis:

® gegeben ist ein A ABC mit den Seiten AB, AC, BC.

e Es werden die Winkelhalbierenden des Innen- und Aufl3enwinkels konstruiert.
(blaue Linien)

e Um B wird ein Kreis geschlagen mit dem Radius der Seitenlange a

® Eine Gerade g durch den Punkt B verlauft parallel zur Seite b

e der Kreis schneidet die Gerade in den Punkten P und Q

Betrachtet man im Eckpunkt C die beiden Seiten a und b, sowie die Winkel-
halbierende des Innenwinkels, so entstehen drei Strahlen, die von der Seite
¢ geschnitten werden. nach dem 2. Strahlensatz folgt daraus

YA _ XA

b_ XA =
YB XB

und fiir den AuRenwinkel P — YA
a_ XB a_ YB oder

Bedeutet, dass das Verhaltnis der durch die Winkelhalbierende
geteilten Seite c das Verhaltnis der anliegenden Seiten hat.

b_ XA
a XB

y und y' sind jeweils die halben Winkel
des Aullen- und des Innenwinkels

‘\\‘\\\\51‘8*"‘\‘//Vinkelhalbierende

< des Aussenwinkels

Winkelhalbierende
des Innenwinkels
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Grundwissen Mathematik: Geometrie zum Dreieck

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere ¢ Lénge der Winkelhalbierenden
Linien im Winkelhalbierende teilen die gegentiberliegende Seite im Verhaltnis der beiden (1-y)*b
Dreieck anliegenden Seiten.
4 < b = 1 — X)a a - 1 — b
Die Winkel- c {1 =Xia c b
halbierenden xab = ac — xac yab = bc — ybc
xab + xac = ac yab + ybc = bc
x a (b+c) =ac y b (a+c) =bc
x= S __C
b+c Y= a+c
w, = J (@22 + (b2 — c2 — a?)x + c?) Wy = $ (b%y? + (a%? —c?—b?)y + c?)
Betrachtung des Wurzelausdruckes, indem fur x der oben errechnete Wert
eingesetzt wurde, der Hauptnenner gebildet und im Nenner die Quadratwurzel
gezogen und das Ergebnis vor die Wurzel geschrieben wurde:
_ 1 J Far die Langen der Winkelhalbierenden w, , w, , w,. gilt:
" bre 1 2bc COng
= 2 _ g2 = =
(a% c? + (b?2—-c?2—a?)c(b+c) + c?(b + c)?) WaT b+e Vbe[(b+c)* -2 b+c 2A —
acos
(a2 c? + (cb? - c® —ca?)(b+c) + c2(b? +2bc + c?)) 2
B
(a/cz+cb3—bc3— ba2+c2b2—9/—c%é2+ c’b? +2 c3+g/) w,= 1 +ac[@a+c)-b? = 2accosz _ 2A
atc atc —V—a
bcos 2
cb(b?+c+2cb—a%) 3. Binomische Formel fiir (b+c)?-a2 9 ab L
1. Binomische Formel fiir b und ¢ cb ((b+c) + a) ((b+c) — a) w, = a—lb Vab[@@+b)—cy = % = 2Aa _
cb((b + ¢y —a?) = cb (atb+c)(a+b +c—2a) ccos 2
= c¢b (2s) (2s —2a)
=4cbs(s—a)
w =LJ be((b + c)?2—a?) = Ldbcs (s—a)
A b+c b+c
© Dipl.-Math.
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atc

=1 2_p2) = 2 -
w, Jca((a+c) b2?) a+cJacs (s—Db)

=1
We at+b

ab((a + by —c?) =2

b —
245 abs(s — c)
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere *"5"{-' Lange der Seitenabschnitte Eckpunkt — Beriihrpunkt
Linien im
Dreieck Die Langen der Abschnitte, in die die Berlhrungspunkte des Inkreise die
Dreiecksseiten teilen, lassen sich leicht bestimmen. Es seien
Dle Wlnke[- iAc= iAb=X ’ iBa= ch=y : iCb=iCa= z
ﬁa[ﬁieren&[en (die Gleichheiten folgen aus dem Tangentenabschnittssatz). Dann gilt - Wy
Xx+y=c, ytz=a,z+x=h.
Die Lésung dieses Gleichungssystems ist
x fi,=i,="%((b+c-a)=s-a
y | i, =i, =%(c+a-b)=s-b
zZ Yiy=i,=%(@+b-c)=s-c /
WC
o . S _ . . Tangentenabschnittssatz:
Die hier eingezeichneten blauen Kreise sind nicht mit den AulRenwinkelkreisen Zwei Tangenten, die von einem Punkt aus einen Kreis beriihren
zu verwechseln. Es handelt sich hier um Kreise, deren Mittelpunkt jeweils ein haben vom Punkt bis zu den Beriihrpunkten die gleiche Lange.
Eckpunkt ist und der Radius bis zum Bertihrungspunkt des Inkreises reicht.
Die drei Kreise berthren sich paarweise in den Berthrungspunkten des
Inkreises.
Der Radius dieser Kreise entspricht natlrlich genau den vorher berechneten
Abstandsgréfien zwischen dem Eckpunkt und dem Berthrungspunkt T,
AT =AT, =R, =s-a
BT =BT,=R;=s-b
. CT,=CT,=R,=s-c
© Dipl.-Math. @ ©
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere ww bﬁ:g:lg:{b?:g?‘r;aebschnitte Eckpunkt — Seitenschnittpunkt
Linien im
Dreieck Es sollen jetzt die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit den
, / Dreiecksseiten untersucht werden. Auch hier handelt es sich wieder um Eck
Die Winkel- — Seiten — Transversalen. Gesucht sind die Seitenabschnitte zwischen den
P Eckpunktes des Dreiecks und den Schnittpunkten der Winkelhalbierenden.
halbierenden | =°° , _ P
Es wurde bereits gezeigt:
In einem Dreieck teilen die Winkelhalbierenden eines Innenwinkels und
des zugehdrigen AuRenwinkels die Gegenseite harmonisch im
Verhaltnis der anliegenden Seiten.
AW, o AW, Cw, AW, =kc
= = = = =k
Cw, a c a CW, =ka
aulerdem muss kc + ka = 1 ergeben. Deshalb ist k = i
AW =—S—p AW_= b_ c BW, ==L g Teilung der Seiten durch die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden
° atc atb b;c mit den gegeniiberliegenden Seiten.
a a
CW=-—"-b BW-=-—rc CW, =—a
b atc ° atb b+c Die Streckenlange ergibt sich dann jeweils aus der Multiplikation
mit der Seitenlange.
% Winkel am Inkreismittelpunkt
<BIC=90"+,
B -
< CIA=90° + 5
CAIB=90°+ 5
© Dipl.-Math.
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Musterbeispiele

Thema Gesetze und Regeln
Besondere
Linien im
Dreieck
Die Winkel- CCIW = <BIW = 90°-9=B*Vv
) b c 2 2
halbierenden
TAIW,=<CIW,= 90"~ B =¥24
<BIW,=<AIW,=90°- % =
WC, c
%7 Winkel an den Schnittpunkten mit den Seiten
AW Bzv+g:90°_u
® 2 2
<AW,C=p+3 = 9o°+5?l
. —_— o — q
<BW,C=a+ B = gpr- =9
° —-a
© Dipl.-Math. <BW,A=y+ B = o004 ¥5E
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere
Linien im
_ _ Y - gne - =8
Dreieck HEW RSP 5 = 80 2 a
P . o - WA
Die Wlnﬁe[ <cwCB=a+32¢=90°+°‘55
halbierenden
% Winkel an den Beriihrpunkten
LI 11,=180°- a = B+y
<1 11,=180°- B=y+a
<111, = 180°-y= a+B
© Dipl.-Math.
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
b Tai . .
Besondere 7 Teilung der Winkelhalbierenden
L'n'_en Im Die fiir die Teilungsverhéltnisse von Transversalen bereits vorher
Dreieck bewiesenen Formeln (siehe dieses Dokument weiter vorn)
Die Winkel- p= x_+)y/—_xy bzw. q =m
halbievenden | : o e
FUr die oben angegebenen Werte fir x undy: x= bic Y~ ato
C e . __b+c _ _btc atc _ _a+tc
ergeben sich fir s und t: P, atbic s 9 rpic = s
Lange der Winkelhalbierenden (Berechnung weiter vorn) :
- 1 2_ g2 = L$ bcs (s—a
W= S be(b+op - a) -2 |bes (s-a)
T . . b+c W/
multipliziert mit dem Teilungsfaktor 2 c
1 2 a2 = 1—chs(s—a)
a+b+c$ be((b + c)* - &%) S
wird das s in die Wurzel gezogen:
= $ $=8pe
S
ergibt Lange der Strecke vom Eckpunkt A zum Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden bzw. Inkreismittelpunkt.
%7 Lange Eckpunkt - Inkreismittelpunkt
Al=|w=_1 _ =1_ch$ s-a =Jubc
W a+b+c\ be((b +cy-a%) = 75 ( ) s
1 - . 3=Pac
Bl = -1 +0)2 _ b2 :—Jacs(s—b)—
wy= 1 ac((@+cf -b?) = \ s
; —_1 2 _ B 1 _ = S=C ab
© Dipl.-Math. Cl=fw,= ab((a+b)?>—c?) = S abs(s —c) \ s
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere 3 Lange Inkreismittelpunkt - Seitenschnittpunkt
Lm'_en m Far den unteren Teil der Winkelhalbierenden ergeben sich Teilungsfaktoren
Dreieck
__a __a __b __b
Die Winkel- P2 atbrcT 25 %7 atbeo T2
ﬁa[ﬁieren&[en da die Summe der beiden Faktoren p, + p, und q, + q, jeweils 1 ergeben.
Lange der Winkelhalbierenden (Berechnung weiter vorn) :
= 1 _ = 2 -
w, b+c¢ be((b + c)? — a?) -2 bes (s—a)
multipliziert mit dem Teilungsfaktor %
a
a = bcs (s—a)
2s (b+c) N be((o + o ~a) s (b+c) \ |
wird das s in die Wurzel gezogen: W,/
- _a s—a
~ b+c J s o°

ergibt Lange der Strecke vom Inkreismittelpunkt zum Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden mit den Seiten

IW, = 2s (§+c) J be((b + c)2 —a?) = S (§+c) chs (s—a)

— b 3 ~ _ b 7_
|Wb ~ 2g (c+a) \ ac((a + c)? —b?) s (c*a) Jacs (s —Db)

W, = 25 (avb) \ @bi(@+bf ~c? s<;b)J;£@i?7
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%7 Der Geronne - Punkt

Als nachstes sollen nicht die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit den
Dreiecksseiten betrachtet werden, sondern die Berthrpunkte des Inkreises mit
den Dreiecksseiten. Verbindet man die Berihrpunkte mit den gegeniber-
liegenden Eckpunkten erhalt man wieder Eck-Seiten — Transversalen.

Auch diese Transversalen schneiden sich in einem Punkt, dem Geronne Punkt.

Dieser Punkt fallt im allgemeinen nicht mit dem Mittelpunkt des Inkreises
zusammen, da die Berlhrpunkte auch nicht die Schnittpunkte der
Winkelhalbierenden mit den Dreieckseiten sind.

3z Der Lange der Strecken durch den Geronne Punkt

1-y= ,C

Nach dem Satz von Stewart (weiter vorn in dem Dokument) ist die Lange der
Transversale, wenn das Teilungsverhaltnis der gegeniber liegenden
Dreiecksseite bekannt ist:
M2+ Dz omn .

a a

Dabei handelt es sich um eine Eck-Transversale, die vom Punkt A ausgeht
und die gegeniberliegende Seite a in die Abschnitte m und n teilt.

+3=Dp2—(s—a) (s-b)

=

©? = S—aaz
Cc

Das Quadrat der Lange der Geronne - Geraden

Alaz - b?(s—b) + CZ(S—(;) —a(s—b)s—c) _ b2 + (S—C)z —2b (S—C) cos y

_ 2(a__ + 2(a__ _b — " _ 2 2

BI,2 = a%(s—a) + c*(s ct;) (s=a)(s=C) =2+ (s—a)2— 2 ¢ (s—a) cos a

Cl 2 = @%(s=a) *+ b*(s=b) — ¢ (s=a)(s=b) = a2 + (s-b)>— 2 a (s-b) cos B
c c

Kontrollrechnung fiir Seite b:

b=s-a+s-c =%(@+b+c)+%(a+b+c)—a-c =b
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Besondere 77 Berechnung des Inkreisradius
Bml.en :(m Weiter vorn wurden die Seitenabschnitte vom Eckpunkt zum BerUhrpunkt
reiec des Inkreises berechnet.
Die Winkel- AL=AL= b |
. =AL="%(b+c-a)=s-a
halbierenden °
Bl,=Bl,="%(c+a-b)=s-bD
Cl,=Cl,=%%.(a+b-c)=s-c
auf der vorherigen Seite die Abstande vom Eckpunkt bis zu Inkreismittelpunkt.
= 1—Jcbs s—a - 1 Jacs(s—-b) Cl= 1 |abs(s—c
Al= —_cbs(s—a) BI= —_\acs(s—b) g~ aPs(s —©)
Aus diesen Strecken lasst sich mittels Pythagoras der Inkreisradius berechnen.
AP = rz+Al?
rr =AP— Al?
A cbs (s—a) -
4s? (s—a)
=(s—a) (cb/ds - 1)
=(s—a)(cb—4s)/ 4s
2 = (8= a)4(cb —4s)
S
sin® sinB
r=2F =¢(s—a)(s—b)(s—c) 2
U s r=ce —
sin %ﬁ
=(s— a — (g B -(s- y
r=(s—a)tan 5 (s —b) tan 5 (s—c)tan 5
— a - b c
4R sin9 sin 8 sin ¥ = a tanB tan ¥ r= = =
r y Sin 5 sin 5 sin 5 S tan2 tan2 tan 5 cot B + cot ¥ cot ¥ +cotd cot @ +cot§
2 2 2 2 2 2
r=R,(cosa +cosB+cosy—1)
; bc
© Dipl.-Math. = - -8
Armin Richter s 4R,s
Treff. Fir die Berechnung der halben Winkel gibt es Formeln am Anfang
Lernen dieses Dokuments.
CHRISTINA STRAUCH
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Besondere @ Satz von Euler
Linien im
Dreieck
1 1 _ Der Abstand d von Umkreismittelpunkt und Inkreismittelpunkt ergibt
Die Wlnke[ sich aus d?=R (R - 2r), wobei R der Umkreisradius und r der
halbierenden Inkreisradius sind.
© Dipl.-Math.
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flr Dreieck I, 1.l .

fur die Innenwinkel

CHRISTINA STRAUCH

Die roten Linien sind die Hohen

Esist nichta + 3 +y =180,
sondern 2a' + 23"+ 2y' = 180,

damit bleibt a + a' =90
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Besondere @ Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der AuBenwinkel | Vinkelhalbierende Aulsenwinkel
Linien im Winkelhalbierefde Innenwinkel
Dreieck » Die Winkelhalbierenden der Aufenwinkel schneiden sich (paarweise) . |Ba
in einem Punkt. Ankreise
Die * Die Winkelhalbierende des gegeniiberliegenden Innenwinkels
, scheidet sich mit den beiden anderen Geraden ebenfalls in diesem
Aufenwinkel ||  punkt.
. » Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der Auf3enkreise, die jeweils eine
ﬁa[ﬁlerendén Dreieckseite von aufden beriihren, sowie die Verlangerungen der
beiden anderen Dreieckseiten.
* Die AulRenwinkelhalbierenden und die Innenwinkelhalbierende stehen
in der Ecke des Dreiecks senkrecht aufeinander
* daraus folgt: Die Innenwinkelhalbierenden von ABC sind die H6hen
des Dreiecks |, I, I, .
Die Winkelhalbierenden der Aufienwinkel sind rot eingezeichnet und die ;
AuRenkreise blau. Die Berlihrungspunkte der AuRenkreise sind nicht r
identisch mit den Bertihrungspunkten des Inkreises. ¢ |C
. a
Die Winkelhalbierenden der AulRenwinkel werden genau so erzeugt, wie die '/|
Winkelhalbierenden der Innenwinkel, man muf} nur die entsprechenden “\'C
Dreieckseiten und die jeweiligen Verlangerungen der Dreieckseiten !
benutzen.
I, - Berhrpunkt des AuRBenkreises um |, an die Seite ¢
© Dipl.-Math.
Armin Richter
e Treff@®
Lernen
CHRISTINA STRAUCH
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere % Berechnung der Ankreis-Beriihrungspunkte Winkelhalbierende AuRenwinkel
L'n'_en im Jeder Ankreis hat Beriihrungspunkte mit allen drei Dreieckseiten, die in der Winkelhalbierelde Innenwinkel
Dreieck Skizze mit |, I, und | bezeichnet sind. Der Abstand jedes dieser Punkte _
3 zum Punkt |_ist gleich dem Radius des Kreises r_ . Analog dem Inkreis gilt fur Ankreise
Die die Abstande:  _ 5 - o ol
Aufenwinkel o ce T Moo e oo " Tea, -
) da es jeweils Tangentenabschnitte von einem Punkt aus an einen Kreis sind.
halbierenden | Nun gilt fir den Umfang des Dreiecks:
b + c + a =2s
AC + Al + Bl + CB= Unterteilung Seite ¢
AC + Al, + Bl + CB= Gleichheit nach obigen Gleichungen IAc
Cl,+ Cl = 2Cl, =25 Tangentenabschnitte von einem B
Punkt aus
Cl,, =s
Der Abstand der Beriihrungspunkte an den anliegenden Seiten des r
gegentberliegenden Eckpunktes ist gleich und betragt jeweils einen Halben c |Ca
Umfang des Dreiecks. . "
Cl,, =s =a+ BIl, =>Bl_ =s-a=BI Ic I'c
Cl, =s=b+Al, =>Al,=s-b=Al_
AuRerdem gilt nach den obigen Gleichungen Al = Al und Bl =BI_,
Die Hohen des Dreiecks |, |, | sind die Winkelhalbierenden des
Al =Al,=s-b Bl =Bl,, =s—-a Clg, =Cl;, =s-a Dreiecks ABC. c
Al,, =Al, =s-c Bl,, =Bl =s-¢c Cl, =Cl, =s-b
Auf der Seite der Innenwinkel wurde aber gezeigt, dass der Berlhrungspunkt
des Inkreises vom Eckpunkt um s — Gegenseite entfernt ist.
In diesem Fall ist die Entfernung s — angrenzender Seite.
© Dipl.-Math.
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SchluRfolgerung:

Bezdglich der Seite c ist der
® Berilhrungspunkt des Inkreises von dem Eckpunkt B um die Grélke s — b
entfernt.

® Beriihrungspunkt des Ankreises von dem Eckpunkt A um die Gréfle s — b
entfernt.

Die Entfernung des Inkreisberiihrungspunktes von dem einen Eckpunkt ist
gleich der Entfernung des Ankreisberihrungspunktes von dem anderen
Eckpunkt einer Seite.

% Abstand der Inkreis und Ankreis Beriihrungspunkte

Im Nebenstehenden Dreieck sind die Beriihrpunkte und Streckenabschnitte
des Inkreises mit blauen Markierungen angegeben. Die Berlhrpunkte und
Streckenabschnitte der AuRenkreise in pink. Es sollen die BerUhrpunkte des
Innen und AuRRenkreises auf jeder Seite betrachtet werden.

Gesucht sind die Absténde der beiden Berihrpunkte.

Es soll die Seite a betrachtet werden. Der Berlhrpunkt des AuRenkreises ist
naher am Punkt B in der Entfernung s-c. Der Berihrpunkt des Inkreises ist
naher am Punkt C mit der Entfernung s-c. Gesucht ist der Abstand der
beiden Punkte.

a—(sc)—(sc)=a—-s+c—-s+c=a+2c—2s=a+2c—-(atb+c)=c-b

Sei W_ der Beruhrpunkt des Inkreises mit der Seite a = BC und
|, der Berlhrpunkt des Ankreises zur Seite a = BC
dann gilt : Cw, =BIl,, =s-c und

BW, =Cl,, =s-b
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Thema
Besondere 77 Radien der Ankreise
Linien im Wir betrachten hier den Ankreis an die Seite c. Die Flache des Dreiecks 4Rt
Dreieck sich ausdriicken durch:
Die A=A caic ¥ A CAlc A ABIc
. Die drei Flacheninhalte auf der rechten Seite lassen sich jeweils in der Form
"quﬁenw”@ée[ F =% gh schreiben, wobei eine der Seiten von Dreieck ABC als Grundseite
halbievenden |9 genommen wird und der Ankreisradius r_ als Hohe h.
« Im Dreieck ACI_ist r_die Hohe bezlglich der Seite b, da der Kreis einen
BerGhrungspunkt mit der Seite b hat, alsoA ,,, = "z2b e,
« Fur das Dreieck CBM_ist R _die Hohe bezlglich der Seite a, da der Kreis
einen Berlihrungspunkt mit der Seite a hat, also A ., ="2a-r,
« Analog flr das Dreieck ABM, fir das r_ die Hohe auf die Seite c ist,
woraus folgt F="2(a+b-c)r,
firs=%(a+b +c)folgt:
Y2(@+b-c)=%(a+b+c)-c=s-c
und damit F = (s —c)r,
F = (s-a)r, = (s—-b)r, = (s-¢)r,
Dabei sindr_, r,, r_ die Ankreisradien und s die Halfte des Umfangs.
Durch Umstellen der Formeln nach den Auenradien erhalt man fur diese:
Weitere Formeln fir den Radius der AuRenkreise:
A . S (s—Db)(s—c)
¢ s-a N (s-a) r.=stan g=(s—b)tanfzi =(s—c)tan 521
_ s(s—a)(s—c)
My = sfb = \ (s—b) ra=4RUsingcos§cos32‘=(s—a)tang cot% cot%
r=_F _ |s(s—a)s—b) r,= R,(—cosa +cosB+cosy+1)
¢ s-¢C N\ (s—c)
ro= F__ abc
i a s—a 4R, ,(s—a
© Dipl.-Math. und dazu der Inkreisradius 0(5-2)
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Besondere aus
Linien im 2F . 2F 2
Dreieck F_S'r_%(a+b+c)r_1/2[h/x+ hy " h | "
) folgt weiter
Die
. 1_1_ 1.1
Auflenwinkel | =i * 1t
ﬁa[ﬁterenden Aus Formel (23) folgt weiter
- F - _F_ -_F 2op.p .p
.7 sa ®" s b s SFEErr
5= Radien der Ankreise und Hohenrechtecke
Weiter ergibt sich aus den Streckenverhaltnissen :
r,"r,=s(s-c) r-r,=(s-b)s-c)
r,"r.=s(s-a) r-r,=(s—c)s-a)
r,-r,=s(s-b) r-r,=(s-a)s-b)
r,or,-r-r,=s(s-c)-(s-ajs-b)
=s?’-s?’-s(a+b-c)—-ab
=% (@a+b+c)a+tb-c)-2ab
=% (@a+b)-2ab-c?*=
=% (a2+b%-¢c?)
=F, (Flache eines Hohenrechtecks)
Fo=r,-r.—r-r,
Fo=r -r,-r-r,
Fe=r -r,—-r-r,
© Dipl.-Math.
Armin Richter
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere Die Winkelhalbierenden und Verbindungslinien der Ankreismittelpunkte
Linien im zerlegen die Figur in sechs rechtwinklige Dreiecke, von denen es drei Gruppen
Dreieck ahnlicher Dreiecke gibt. Hieraus folgen Streckenverhéltnisse: b
S_
Die
4 rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln a, o'
ﬂuﬂ?nw”@ke[ (Diese Dreiecke sind in der rechten Zeichnung
halbierenden | markiert)
r - " _ s=b _ s-c
s—a s r, r,
blaues griines rotes magenta
Dreieck Dreieck Dreieck  Dreieck
rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln 3, B’
r - _ s-c_s-a
s—-b s r r,
rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln vy, y’
r __f. _s-a_s-b
S—C S rb I‘a1
© Dipl.-Math.
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere "j"’.;;' Radien der Ankreise, des Inkreises und Seitenldngen
Linien im
Dreieck FetFe=rr-rer+rr-r-r=p(+r)(r,-r =a

Die FotFamr =t = Lo +r) -0 =bF
Auflenwinkel | F+Fy=rr-ror+r -t = | 04n) @) =c
halbierenden Y A S
roor+r -ro+r-r,
:FA+FB+FC+r(ra+rb+rc):
=% (@®+b*+c?)+(s—a)(s-b)+(s—-b)(s—-c)+(s—c)(s—a)=
=Y (a®2+b*+c?)+3p>-2p(a+b+c)+ab+bc+ca=
=% (a+b+c)-s2=2s>-s?=g?
Dividiert man diese Formel durchr, - r, - r_, erhalt man
1, 1,1 s P 4
r,oofy oo rrr rPercrcrr
und nebenbei
r(r,+r +r)=ab+bc+ca-s?
Hieraus folgt
abc=(s-(s—-a)) (s—-(s-b)) (s-(s—-0))
=s®-s?(s-a)+(s—-b)+(s—-c)) + s((s—a)(s—b)
+(s—b)(s—c)+(s—c)s—a))-(s—a)s—b)s-c)
F2
=s(ab+bc+ca)-s*- —
=sr(r,+r +r )-sr?
und nach Division durch sr=F
r,+r,+r.=4R+r.
© Dipl.-Math.
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Besondere *";g-' Abstand der Mittelpunkte der Ankreise und benachbarter Winkelhalbierende AuRenwinkel
Linien im =Ckpunkte Winkelhalbierende Innenwinkel
Dreieck . - . . Ankreise

Nach dem Satz des Pythagoras erhalt man fiir die Abstéande der Ankreis-
Die mittelpunkte zu den benachbarten Eckpunkten

(z.B.Cl, =a,. : Abstand von |, zum Punkt C.)
Aufenwinkel . .

. _ 2 2 _ S(s-=b)s-c) R

halbierenden | 2" =1 * (8701 = (g gp +(s-by= g (s -b)*=
= §-b -¢c)+(s—-b)(s - =ﬂ£2 2_ +b+c)+ b}
.4 [s(s c)+(s—-b)(s a)} . 4 s?—s(a c)+a
aAc2=§:2 ab da 2s2=s(2s)=s(a+b+c)
Analog erhalt man fir die Abstande der Eckpunkte von den Ankreismittelpunkten
o] - _ _s-b
Ankreis |, : aAC2 = ra2 +(s-b)= . 4 ab
aABZ=ra2+(S_C)2= z:g ac
: s—-a
Ankreis 1 : A =r +(s—af= g ab
aBA2 = rbz + (S B 0)2 = ﬁ be
= - s$~-a
Ankereis | : B’ =TS (s-afi= ST ac
= - s-b
a>=r2+(s-by= s_c bc
© Dipl.-Math.
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Besondere *";"',;' Seitenlangen des Dreiecks der Ankreismittelpunkte Winkelhalbierende AuRenwinkel
Linien im = Winkelhalbierende Innenwinkel

. IAIB - aAC + ch
Dreieck ) Ankreise
2-p24 _Rh2=S~—
Die a2=r2+(s-b) .4 ab
Auflenwinkel Byt=r2+(s-a)2=5"2 ap
halbiervenden -
a *q = - s—a _
ac © Fac s—a ab s—b ab =ab
2a,.*a, =2ab
_ s-b -
8"+ 87 t28,.0 8, = ) ab+ :_g ab +2ab
s—-b + s—a 2
ab s—a s—b
2
ab (s=b)(s—Db) (s—a)(s—a)
(s—a)(s—b) (s—b)(s—a)
ab [(s=b)+(s=a) |2 da2s-a-b=c
V(s —a) (s —b)
2

(@ ta = ab —FC
(s —a) (s—b)

Il.=(a,.+a )= c.——ab

A'B (AC BC) (S—a)(s—b)

Il.=(a,+a.,)= a.—BC

B'C (BA CA) ’\(S_b)(s_c)

© Dipl.-Math.
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ca
(s—c)(s—a)

lela=(@g + a5 )= b \
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
"_n_ . . . .
Besondere 77 Abstand der AuBenkreismittelpunkte vom Inkreismittelpunkt
Linien im
Dreieck
w,,2 = a%hc - _a 4Ry
p s(s—a) s-a
Die
1 2— _ab’c _ b
ﬂuﬁ?nw1nke[ a5~ 56p) " 5 p ‘R
halbierenden -
W 2= 225~ = —S—4Rr
s(s—-c) s-c
"‘_,,"’,;' Abstand der AuBenkreismittelpunkte vom gegeniiberliegenden
Eckpunkt
* Der Abstand vom Ankreismittelpunkt zu den benachbarten Eckpunkten
wurde bereits angegeben.
* Die Lange der Winkelhalbierenden bis zum Schnittpunkt der gegentiber-
liegenden Dreiecksseite sind bereits berechnet.
* Fir die Gesamtlange vom Ankreismittelpunkt bis zum gegentberliegenden
Eckpunkt ergibt sich :
s—a 2bc _ N(s—a)’bc +\/bca2_\J bc
bc J —amhc - = s—a)+a
J s "N s(s—a) Vs (s —a) s(s—a)(( )*a)
sbc
= JL S = J s—a
s(s—a)
Abstand |, nach C:
M eh~ 2=r2 — h)2 = s-b
Wo t Wy = J sbe aAC_ra+(s b) S—a ab
s—a
Abstand I, nach B:
W+ W = sca
B BB N\ s—b aAszzraz_'_(S_C)z:ﬁac
© Dipl.-Math.
Armin Richter W, + W = N % Abstand |, nach A:
M Treff® aisriests 2 b
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Besondere 77 Winkel des Dreiecks der Ankreismittelpunkte
:Slgliir::ll(m Das Dreieck A l_BI, ist ein rechtwinkliges Dreieck.
Es ist zu beachten, dass der Innenwinkel im Eckpunkt B nicht 8 ist, sondern
. 2B . Es qilt p + B’ = 90.
Die Die Winkelhalbierenden des Ausgangsdreiecks sind die Hohen des
a p k [ Dreiecks der Ankreismittelpunkte.
uﬁenWln €L | Damit stehen die Winkelhalbierenden senkrecht auf den Seiten des
ﬁa[ﬁierend'en umgebenden Dreiecks. Damit ist der untere Winkel in |, B°, da der Winkel
in B dann 3 sein muss, wegen der Hohen Eigenschaft und  + * = 90.
4BI,C=B +Yy’
<AILC=a’ +y’
<Al B=a +p’
Damit sind die Winkel in den AuRenkreismittelpunkten die Summe der
beiden halben anliegenden Winkel des Dreiecks.
Vergrolierung far den Punkt |,
© Dipl.-Math.
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Besondere Die Winkelhalbierende Teilt das Dreieck ABC in zwei Teildreiecke A AT C und
Linien im ABTC.

Dreieck
Die Innenkreise der beiden Dreiecke A AT C und A BT C berihren sich.
Die
Aufenwinkel
halbierenden
Der Flacheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem Produkt aus halben
Dreiecksumfang und dem Inkreisradius: A=ser
Verbindet man jede der drei Ecken mit dem Inkreismittelpunkt I, so wird
dadurch das Dreieck ABC in drei Teildreiecke BCI, CAl und ABI zerlegt. Die
Flacheninhalte dieser Teildreiecke lassen sich mit der Formel A= 2gh
berechnen.
Als Grundseite (g) wahlt man jeweils eine Seite des urspriinglichen
Dreiecks ABC. Die zugehdrige Hoéhe (h) stimmt dann mit dem Inkreisradius p
Uberein, da eine Kreistangente stets senkrecht zum zugehdrigen Kreisradius
steht. Damit ergibt sich:
ABCI = Y% ar
© Dipl.-Math. ACAl = %br
Armin Richter
AABI = “%cr
Ve Treff. Fir das gesamte Dreieck folgt daraus: A=%% (a+b+c) sr =V2ser
Lernen
CHRISTINA STRAUCH
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Besondere @ 1. Eulersche Gerade mitH , S, U
Linien im _ _ . . ] Die Mittelsenkrechten sind in blau eingezeichnet
Dreieck Die Schnittpunkte der Mittelsenkrechten, der Seitenhalbierenden und o
. ) o . . --> Umkreismittelpunkt U
der Hohen liegen in jedem Dreieck auf einer Geraden, der sogenannten
Die Seitenhalbierenden sind magenta eingezeichnet
1. Eulerschen Geraden.
L L --> Schwerpunkt S
Dabei gilt: HS =2 SU Die Hohen sind griin eingezeichnet
--> Hohenschnittpunkt H
Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden liegt nur in Ausnahmefallen auf
dieser Gerade.
In jedem nicht — gleichseitigen Dreieck sind die Punkte U, Hund S Euler-Gerade
verschiedene Punkte.
Die Tragergeraden von CH und UM_ sind parallel, da bei senkrecht auf ¢
stehen. Damit ist die Gerade CMc eine Gerade an geschnittenen Parallelen.
Die Winkel <SCH und <UM S sind innere Wechselwinkel und damit gleich
groB. Die Winkel <USMc und <CSH sind Scheitelwinkel und damit gleich
grof. Damit stimmen auch die dritten Winkel tiberein und die beiden Dreiecke
ASHC und ASUM_ sind &hnlich.
Damit liegen U , S und H auf einer
gemeinsamen Geraden.
Der Punkt H ist der Umkreismittelpunkt des AuRendreiecks (siehe Mb
bei AuRRendreieck). Beide Dreieck besitzen den gleichen / Ma
Schwerpunkt S. Damit ist CH eine Mittelsenkrechte des
Auflendreiecks und UMc eine Mittelsenkrechte des S
Dreiecks ABC.
Das Verhaltnis der Strecken von AuR3endreieck zu ’
Dreieck ABC betragt 2 : 1.
U
CH:UM =2:1
. wegen der Ahnlichkeit der
© Dipl.-Math. Dreiecke aber auch:
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HS:SU=2:1 A

Mc\
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Konfiguration:

» Dreieck ABC mit den

» Seitenhalbierenden als Ecktransversalen

«  Winkelhalbierenden als Ecktransversalen

» Mittentransversalen der Winkelhalbierenden

(das sind Parallelen zu den Winkelhalbierenden
durch die gegenlberliegenden Seitenmitten)

Die Halbierungsschnittpunkt der Winkelhalbierenden, der
Inkreismittelpunkt und der Schwerpunkt liegen in jedem Dreieck auf

einer Geraden, der sogenannten 2. Eulerschen Geraden.

Dabei gilt: IS=2KS

Die drei Halbierenden eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkt, dem Halbierendenschnittpunkt K.

Der Inkreismittelpunkt |, der Schwerpunkt S und der
Halbierendenschnittpunkt K des Dreiecks ABC liegen

auf einer Geraden, der 2. Euler-Geraden.

Der Schwerpunkt S teilt die Strecke [IK] im Verhaltnis 2 : 1 .

Zweite Eulersche - Gerade
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Besondere @ 3. Eulersche Gerade mit G, S, O (GY)
Punkte im
Dreiecke Konfiguration:

* Dreieck ABC mit den
+  Gergonne-Geraden als Ecktransversalen

» Gergonne-Halbierenden

als Mittentransversalen (Das sind die Parallelen zu den
Gergonne-Geraden durch die gegenuberliegenden Seitenmitten.)

» Die drei Gergonne-Halbierenden eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkt, dem Gergonne-Halbierenden-Schnittpunkt G*.

» Der Gergonne-Punkt G, der Schwerpunkt S und der Gergonne-

Halbierenden-Schnittpunkt G* des Dreiecks ABC liegen auf einer
Geraden, der 3. Euler-Geraden.

» Der Schwerpunkt S teilt die Strecke [GG'] im Verhaltnis 2 : 1 .
+ G'ist gleichzeitig der Mittenpunkt O des Dreiecks ABC.

Dritte Euler-Gerade

BI
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@ Der Feuerbachkrei
Besond,ere erikeusrbac els In jedem Dreieck liegen die drei Seitenmitten, die drei
Puqkte im Schwerpunkt, Mittelpunkt des Umkreises und Hohenschnittpunkt liegen auf HoéhenfulRpunkte und die drei Mittelpunkte der oberen
Dreiecke einer Gerade — der Eulerschen Gerade. Hohenabschnitte auf einem Kreis
Sie enthalt auch den Mittelpunkt des Feuerbachkreises. (Feuerbach-Kreis).
Der Feuerbachkreis (9-Punktekreis) enthalt: Der Radius dieses Kreises ist gleich dem halben Umkreis-
% Die Strecken [AH], [BH] und [CH] nennen wir Euler-Strecken. radius, sein Mittelpunkt F liegt auf der Euler-Geraden, halbiert
die Strecke UH und bildet mit H, S und U vier harmonische
# H,,H;und H sind die Mitten der oberen Hohen Punkte.
¥ U-S-F-Histdie Eulergerade Dieser Kreis beriihrt die drei Ankreise und den Inkreis.
¥ S, S,,unds_ sind die Seitenhalbierenden mit dem Schnittpunkt S
@+ M, M,, M_sind die drei Seitenmitten C
«# h,, hyund h_ sind die H6hen mit dem Schnittpunkt H
# H,, Hg, H_ sind die drei H6henfuRpunkte
«» F ist der Mittelpunkt des Feuerbachkreises
« | ist der Mittelpunkt des Inkreises,
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
+# U ist der Mittelpunkt des Umkreises,
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten M
b
[ )
|\ |
A B"
© Dipl.-Math.
Armin Richter
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Besondere @ Der Taylorkreis
Punkte im
Dreiecke

Fallen wir von jedem HohenfulRpunkt die Lote auf die beiden Nachbarseiten
- diese Lote heil’en die Nebenhdhen des Dreiecks, es gibt insgesamt sechs
davon -, dann erhalten wir sechs Fupunkte. Diese FulRpunkte liegen auf
einem Kreis, und dieser Kreis heil3t Taylorkreis des Dreiecks ABC.

Ein Dreieck kann auf drei verschiedene Weisen "zum Parallelogramm
erganzt” werden. Man braucht nur die Parallele zu einer Seite durch die
gegenuberliegende Ecke und die Parallele zu einer anderen Seite durch die
gegeniberliegende Ecke miteinander zu schneiden; der Schnittpunkt ist
dann die vierte Ecke des gewtnschten Parallelogramms.

Wir bezeichnen mit X den Schnittpunkt der Parallele zu CA durch B und der
Parallele zu AB durch C. Analog sei Y der Schnittpunkt der Parallele zu AB
durch C und der Parallele zu BC durch A, und sei Z der Schnittpunkt der
Parallele zu BC durch A und der Parallele zu CA durch B.

Das so entstandene Dreieck XYZ heilt dann das AuBendreieck des
Dreiecks ABC. Wir haben drei Parallelogramme vorliegen, namlich die "
Parallelogramme ABXC, BCYA und CAZB. Aus diesen Parallelogrammen Die Bezeichnung der LotfuRpunkte des Punktes Ha werden
folgt unter anderem AB = CX und AB = CY; also ist CX = CY, und C ist Ublicherweise mit Ba (Lot auf die Seite b) und Ca (Lot auf die
der Mittelpunkt der Strecke XY. Entsprechend zeigt man, dass A der Seite a) bezeichnet. Wahrscheinlich wegen der Parallele zu
Mittelpunkt der Strecke YZ und B der Mittelpunkt der Strecke ZX ist. Die Héhe vom Punkt C.

Ecken des Dreiecks ABC sind also die Mittelpunkte der Seiten seines Y
AuRendreiecks. 2\

Aus dem Parallelogramm BCYA folgt aber auch, daf} sich die Strecken
CA und BY gegenseitig halbieren. Das heiftt: Die Strecke BY geht durch
den Mittelpunkt von CA. Die Seitenhalbierende von AC verlauft nicht nur
durch den Punkt B, sondern auch durch den Punkt Y.

. Die Hohenlinien des A ABC sind die Mittelsenkrechten des A XYZ. Damit ' Sei .
© Dipl.-Math. ist der Umkreismittelpunkt des A XYZ gleich dem Héhenschnittpunkt \ P eitenhalbierende
Armin Richter des A ABC \ - von AC.
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@ Rechtwinkliges Dreieck

Da ein rechtwinkliges Dreieck einen rechten Winkel (= 90°) hat und die
Winkelsumme in jedem Dreieck 180° betragt, bleibt fur die anderen beiden
Winkel noch genau 90° Ubrig.

Zwei Winkel, die zusammen 90° ergeben, nennt man Komplementarwinkel.
Die langste Seite im rechtwinkligen Dreieck heif3t Hypotenuse. Sie liegt
gegeniber des rechten Winkels.

Die beiden kirzeren Seiten heien die Katheten. Sie schlief3en den rechten
Winkel ein.

Der Héhenschnittpunkt liegt in dem Eckpunkt, in dem sich der rechte Winkel
befindet.

Der Umkreismittelpunkt liegt auf der Seite ¢ mit ¢/2 von jedem Eckpunkt
entfernt

h=b;h=a; h=022
a C C
@
p="  a=2
A=%ab

R =% c (Begrindung : Thaleskreis)

r=s-c=%(a+b-c)

A B
L v_a v ho - ba
sin (G)_E sin (a) = b h,=bsin(a) = 'y

2
cos(a)=% cos(a)=% p=b003(0)=b?

A B

Der Abstand des Beriihrpunktes des Inkreises vom Punkt C
betragt s — c (siehe weiter vorn bei Winkelhalbierenden und
Inkreis). da das entstandene rechtwinklige Dreieck in C einen
Basiswinkel von 45° hat, missen die beiden Katheten gleich
lang sein.r=s—c
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@ Satz von Thales

Ist eine Dreieckseite der Durchmesser eines Kreises und der dritte
Punkt des Dreiecks liegt auf der Peripherie des Kreises, dann ist das
Dreieck ein rechtwinkligen Dreieck

7z Konstruktion

c, h,

(1) Zeichne auf einer Geraden die Strecke AB = c;
(2) Konstruiere zu dieser Geraden eine Parallele im Abstand h_

(3) Konstruiere den Mittelpunkt der Strecke AB (Mittelsenkrechte)
(4) Schlage um den Schnittpunkt einen Kreis mit dem Abstand zu A

(= Abstand zu B) (Thaleskreis) A

(5) Der Schnittpunkt dieses Kreises mit der Parallelen liefert die

gesuchten Dreiecke
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@ Gleichseitiges Dreieck

Gleichseitige Dreiecke kommen in der Natur sehr haufig vor, z.B. haben viele
Verkehrszeichen die Form eines gleichseitigen Dreiecks.

Wie der Name schon sagt, sind alle 3 Seiten dieses Dreiecks gleich lang.
Daraus folgt, dass auch alle 3 Winkel gleich grof3 sein missen.

Die Winkelsumme jedes Dreiecks betragt immer 180°, dividiert durch 3 ergibt
das eine Winkelgrofie von 60°.

Alle Seiten sind gleich lang:  a
Alle Winkel sind gleich gro: a

b=c
B=y=60°

Die Hohen sind gleichzeitig Mittelsenkrechte, Seitenhalbierende und
Winkelhalbierende. Damit fallen Schwerpunkt, Mittelpunkt Inkreis und

Mittelpunkt Umkreis zusammen. Damit ist das Teilverhéltnis entsprechend
des Schwerpunktes 2:1.

h=%%a+3

A=%ag¢?7=%azﬁ

U= 3*a
r=%h= Y%av3
R=%h=%aV3
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