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31. Kombinatorik

31.1. Grundbegriffe der Kombinatorik

31.1.1.

Einstieg in das Zahlprinzip

Es wird eine Menge von n verschiedenen Elementen betrachtet. Aus dieser Menge soll
k-mal hintereinander ein Element gezogen werden. Bei dieser Ziehung sind folgende
Madglichkeiten zu unterscheiden:

1. Nach jeder Ziehung wird das gezogene Element wieder zurtickgelegt.

Ziehungsvorgang Auswahlmoglichkeiten
1 n
2 n
k n

Durch das Zurtcklegen der gezogenen Elemente sind bei jeder Ziehung die
gleiche Anzahl von Auswahlmdglichkeiten vorhanden. Die Gesamtzahl alle
Moglichkeiten berechnet sich damit aus

Nnene...en=n

2. Nach einer Ziehung wird das Element nicht wieder zurtickgelegt.

Ziehungsvorgang Auswahlmoglichkeiten
1 n

2 n—1

kK n—k+1

Nach jeder Ziehung ist ein Element weniger in der Menge vorhanden, damit ist

die Auswahlimoglichkeit gegenlber einer friheren Ziehung geringer. Die

Gesamtzahl aller MAglichkeiten berechnet sich damit aus:
ne(n=1)e...*(n-k+1)

3. Nach einer Ziehung wird das Element nicht zurlickgelegt und es wird weiter
gezogen, bis alle Elemente der Menge gezogen sind. Das ist eine Spezialform
der Aufgabenstellung 2, bei der k = n ist. Damit ergibt sich folgendes

Ziehungsbild:
Ziehungsvorgang Auswahlmoglichkeiten
2 o
n-1 = (n=1) +1 = 2
n n—(n-1)=1

Nach jeder Ziehung ist ein Element weniger in der Menge, bis zur letzten
Ziehung, bei der nur noch 1 Element in der Menge ist. Damit ergibt sich die
Gesamtzahl der Moglichkeiten aus der Spezialisierung der Formel aus 2 fur die
Bedingung k = n:

ne(n=1)e..+2+1
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31.1.2. Grundproblematik:

Auler der Variante, dass man nach dem Ziehen die Elemente wieder zuricklegen kann
oder nicht, wie es in 1.1 dargestellt wurde, kann man noch eine zweite Unterscheidung
vornehmen

a) Auswabhlen einer Teilmenge aus einer Grundmenge

b) Anordnen der Elemente einer Menge

Die unter 1.1. aufgefUhrten Beispiele wirden nach dieser Gruppierung unter die Gruppe
b) fallen. In allen diesen Fallen spielt eine Rolle, in welcher Reihenfolge die Elemente
gezogen werden, dh. die Anordnung der Elemente spielt eine Rolle. Es wird
unterschieden zwischen den Reihenfolgen erst Element1 und dann Element 2 oder erst
Element 2 und dann Element 1. Vorstellen kann man sich diese Ziehungen so: Es wird
blind gezogen und die gezogene Kugel auf eine Leiste gelegt. Die zuerst gezogene
Kugel liegt ganz links und die anderen dahinter. Nach dem Ende der Ziehung ist klar zu
erkennen, in welcher Reihenfolge die Kugeln gezogen wurden.

Das unter a) angegebene Prinzip wurde in diesem Zusammenhang lauten: Am Ende
soll Element 1 und Element 2 gezogen sein, gleichgultig zu welchem Zeitpunkt. Auch
das kann man wieder mit Zuricklegen oder ohne Zurlcklegen durchfuhren. Deshalb
findet man fur a) auch die Formulierung ,ohne Beachtung der Reihenfolge“ und fir b)
die Formulierung ,mit Beachtung der Reihenfolge®. Die Ziehung nach a) kann man sich
vorstellen, dass man die gezogenen Kugeln in einen Topf legt. Nach dem Ende der
Ziehung sieht man sich an, welche Kugeln gezogen wurden. Es ist nicht mehr
feststellbar, wann welche Kugel gezogen wurde. Fur diese Ziehung wird auch oft die
Formulierung “mit einem Mal“ benutzt. Man hat gleichzeitig mehrere Kugeln in der
Hand, bevor man sieht, was gezogen wurde.

31.1.3. Bezeichnungen: I

k-Tupel (X1, X2, . . . Xx)
Es seien k,n €N, A sei eine Menge mit | A| = n Elementen , kurz eine n-
Menge. Jedes Element (a+; az; as; ... ;ax) € A« heildt k-Tupel aus A. (furi=1; ... ;
k gilt: as €A)

Bei einem k-Tupel werden k Elemente einer Menge in eine Reihenfolge
gebracht, kein Element kann zweimal auftreten. k-Tupel treten bei ,geordnetes
Ziehen ohne Zurucklegen®, ,Variation ohne Zurucklegen® auf. Die Permutation
ist eine Spezialform der Variation fir n = k. Bei Permutationen werden n-Tupel
gebildet, dh. es mussen alle Elemente in eine Reihenfolge gebracht werden.
das trifft auch fir Permutation mit Wiederholung zu, da dort die gleichen
Elemente bereits in der Menge vorhanden sind und nicht durch Zurtcklegen
doppelte Elemente auftreten.

k-Permutation (x4, X2, . . . Xx)
Es seien k,n €N, A eine n-Menge.
Jedes k-Tupel (as; az; as; ... ;ak) € A« mit lauter verschiedenen a, € A, 1<i<k
heil’t k-Permutation ohne Wiederholung aus der n-Menge A.
k-Tupel, bei denen alle k Elemente verschieden sind und aus einer n-
Menge ausgewahlt werden, nennen wir k-Permutationen.
Sind Wiederholungen zugelassen bezeichnet man sie als k-Permutation mit
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Wiederholung und werden alle Elemente ausgewahlt, bei k=n, dann
bezeichnet man sie als n-Permutation. Wiederholung ist hier kein Zurtcklegen,
sondern mehrere Elemente mit der gleichen Eigenschaft.

k-Teilmenge (x1, X2, . . . Xk)
Es seien k,n €N, A eine n-Menge. Jedes k-Tupel (as; az; as; ... ;ak) € Ax mit
lauter verschiedenen a; € A, 1<i < k und unabhangig von seiner
Reihenfolge heil}t k-Teilmenge aus der n-Menge A.
k-Teilmengen unterscheiden sich von k-Tupel dadurch, dass alle die Elemente,
die sich nur durch die Reihenfolge unterscheiden als ein Element angesehen
werden. Aus diesem Grund ist es eine Teilmenge und keine Anordnung, also
ein Behalter, in dem die Elemente enthalten, aber keine Leiste, auf der sie
aufgereiht sind.
Bei Teilmengen tritt jedes Element nur einmal auf, und es sind bei einer k-
Teilmenge aus einer n-Teilmenge k-Elemente in der erzeugten Menge.
Diese Mengen treten bei Kombinationen (ohne Reihenfolge) auf, bei denen
aber keine Wiederholung zugelassen ist.

k-Kombination (x1, X2, . . . X«)
Es seien k,n €N, A eine n-Menge. Jedes k-Tupel (as; az; as; ... ;ax) € A« mit
ai € A, 1=i < k moglicherweise gleichen Elementen und unabhangig von
seiner Reihenfolge heilt k-Kombination aus der n-Menge A.
Hierfur ist auch der Begriff ,k-elementige Multimenge® gebrauchlich.
Multimengen treten bei Kombinationen (ohne Reihenfolge) auf, bei denen
gleiche Elemente in der Teilmenge erlaubt sind.

n-—Menge ... Menge von n Elementen

k-Stichprobe ... Teilmenge von k Elementen einer Grundmenge
geordnet Reihenfolge wichtig (Variationen)

ungeordnet ... Reihenfolge unwichtig (Kombinationen)

mit Zurtcklegen ... gezogenes Element wird vor der nachsten Ziehung zurickgelegt
ohne Zurucklegen =" nicht zurickgelegt

Leider sind die Bezeichnungen fur ,mit Zurtcklegen“ und ,,ohne Zuricklegen® nicht
einheitlich. Wahrend sich flr Variation (mit Beachtung der Reihenfolge) der Symbol-
buchstabe V durchgesetzt hat und fir Kombination (ohne Beachtung der Reihenfolge)
der Buchstabe C, findet man fiur die Eigenschaft ,mit Zurlicklegen“ sowohl die Symbolik

« mit einem Querstrich: V% oder C.*

« ein vorangestelltes W: “V,* oder “C,*

» als Index: Vmw oder Cow bzw Knw

Bei den Erlauterungen findet sowohl das allgemeine Urnenmodell des ,Ziehens von
Kugeln® Anwendung, aber auch das duale Urnenmodell, bei dem Kugeln in eine Menge
von Urnen zu verteilen sind, das Abbildungsmodell, das nicht unbedingt analysiert
werden muss, sowie das Wortbildungsmodell, das aus einer Menge von Buchstaben
Worter in bestimmter Lange erzeugt.
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31.2. Grundlegende mathematische Regeln

Die Formeln der Kombinatorik beruhen auf einigen grundlegenden mathematischen
Zusammenhangen, die zunachst sehr primitiv erscheinen, aber die Grundlage aller
weiteren Berechnungen bilden.

31.2.1. Produktregel: I

Betrachtet man zwei durchschnittsfremde Mengen, so versteht man unter dem
Kartesischen Produkt zweier solcher Mengen folgende Menge:

Definition:
Fir zwei nichtleere Mengen A und B ist das Kartesische Produkt
(Kreuzprodukt) A x B die Menge aller Paare, von denen der erste Teil aus A
und der zweite Teil aus B kommt.

AxB={(ab)laEeA;bEB}

Produktregel:

Hat die Menge A r Elemente und die Menge B s Elemente, so gibtesr*s

geordnete Paare der Form (a, b) mit acA und beB, d. h.
|AxB|=]A|*|B]|.

Diese Regel besagt, wie man aus der Anzahl der einzelnen Mengen auf die Anzahl der
Paare schliel3en kann, die entstehen, wenn man das Kreuzprodukt dieser Mengen
bildet. Dazu bietet sich eine Matrixschreibweise an:
Die Menge A bestehe aus 4 Elementen und die Menge B aus 6 Elementen

11 1,2 1;:3 14 15 1,6

21 22 2.3 24 25 26

3;1 32 33 34 3,5 3,6

4.1 42 43 4,4 45 4,6
womit 24 geordnete Paare entstanden sind.
Diese Regel lasst sich auch auf beliebig viele Mengen erweitern.

Aus r Mengen M4, M, M, mit n4, n;, n. Elementen lassen sich
N=ni*n* *n,
verschiedene r-Tupel (X1, X2, . . . X;) bilden mit xi € M;

Diese Produktregel findet in der Kombinatorik auf folgende Weise ihren Niederschlag:

Form 2:

Ein Versuch bestehe aus s Stufen. Der Ausgang einer Stufe habe keinen Einfluss auf
die Anzahl (!) der moglichen Ausgange bei spateren Stufen (Unabhangigkeit der
Stufen).

Haben die einzelnen Stufen bzw. ni, ny, N3, ... ns Moglichkeiten, so hat der
Gesamtversuch

*

n=ns;*n;*ns*.. *ns Maoglichkeiten.
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In dieser Aussage ist die erste Pfadregel versteckt, die besagt, dass die Wahrschein-
lichkeiten entlang eines Pfades multipliziert werden missen, um auf die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses zu schlielRen.

31.2.2. Summenregel (Entweder-Oder-Regel): I

Summenregel:
Haben in einer Menge M mit n Elementen k Elemente eine Eigenschaft E
und n-k Elemente diese Eigenschaft nicht, dann gilt

[M[=]E|+]|E].

Hinter diese ebenfalls trivial erscheinenden Aussage steckt aber noch einiges mehr. Die
Eigenschafte E und E schlie3en sich gegenseitig aus, dh, sie sind haben keine
gemeinsamen Elemente. Deshalb I&sst sich die Aussage des Satzes auch etwas
umformulieren: Existieren in einer Menge Elemente mit einer bestimmten Eigenschaft
und Elemente, die diese Eigenschaft nicht besitzen, ohne, dass ein Element beide
Eigenschaften besitzen kann, dann ist die Anzahl der Elemente der Gesamtmenge
gleich der Summe der Elemente der beiden Einzelmengen. Worauf es hier ankommt ist
ein Zerlegung, bei der kein Element beide Eigenschaften besitzen darf, man spricht von
einer durchschnittsfremden Zerlegung. Ist die Durchschnittsmenge der beiden
Eigenschaften nicht leer, dann gilt eine erweitere Regel.

Aus dieser Regel folgt auch, wenn man die Elemente einer Gesamtmenge zu
bestimmen hat, und man kennt Eigenschaften von Elementen, die nicht gleichzeitig bei
ein und demselben Element auftreten, dann kann man die Elementanzahl der
Teilmengen bestimmen, die sich dann zur Gesamtmenge erganzen.

In dieser Regel ist die zweite Pfadregel versteckt. Sucht man bei einer Ziehung die
Anzahl, im dritten versuch eine blaue Kugel zu ziehen, dann muss man alle Wege
betrachten, die im 1. Versuche eine weil3e, im 1. Versuch eine rote, .... und dann im 2.
Versuche eine weilde, im 2. Versuch eine rote, ... wenn diese Pfade nur dazu fuhren,
dass im 3. Versuch eine blaue gezogen wird. Dieser 3. Versuch ist die gemeinsame
Eigenschaft und die Pfade sind alle durchschnittsfremd, es gibt keine zwei gleichen
Pfade.

Wie viele dreistellige Zahlen gibt es, in denen mindestens zwei Ziffern gleich

sind?

Das lasst sich zerlegen in ,alle drei Ziffern sind gleich® und ,genau zwei Ziffern

sind gleich®. Diese beiden Eigenschaften kdnnen nicht gleichzeitig eintreten,

also ist das eine disjunkte Zerlegung der Eigenschaft ,wenigstens zwei

Ziffern sind gleich®.

Die Eigenschaft ,genau zwei Ziffern sind gleich® Iasst sich zerlegen in ,die 1.

und 2. Ziffer sind gleich®, ,die 1. und 3. Ziffer sind gleich® und ,die 2. und 3.

Ziffer sind gleich®.

Hat man fur diese Teilprobleme die Anzahlen bestimmt, so sind anschlie3end

die gefundenen Moglichkeiten zu addieren.

Man beachte dabei, dass die erste Ziffer (Hunderterstelle) einer dreistelligen

Zahl nicht 0 sein kann, es also nur 9 maogliche Ziffern gibt. Auf den anderen

beiden Stellen sind alle 10 Ziffern zulassig. Soll eine Stelle von einer anderen
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verschieden sein, so ist auf der hinteren Stelle eine Mdglichkeit weniger, denn
die Wahl der vorderen Stelle darf ja nicht wiederholt werden.

,alle drei Ziffern sind gleich® (coryennyenn) 9°1:1 =

,die 1. und 2. Ziffer sind gleich* (...,...,...) 9-1-9 = 81
,die 1. und 3. Ziffer sind gleich“ (...,...,...) 9-9-1 = 81
,die 2. und 3. Ziffer sind gleich® (...,...,...) 9-10-1 =90

Diese vier Falle sind eine disjunkte Zerlegung der Bedingung ,wenigstens
zwei Ziffern sind gleich®. Folglich sind die berechneten
Mdglichkeiten zu addieren: 9 + 81 + 81 + 90 = 261.

Diese Regel lasst sich ebenfalls auf mehrere Mengen erweitern.

Verallgemeinerte Summenregel:
Ist M =A1 UA2 U A3 U ... U An eine vollstandige (jedes Element von M
kommt in mindestens einer der Klassen Ai vor) und disjunkte (kein Element
kommt in mehr als einer der Klassen vor), also jedes in genau einer Klasse
so qilt:

IM|=|A1|+|A2|+|A3|+..+]|An]|

31.2.3. Funktionsabbildungen I

Als Modellierung von kombinatorischen Aufgaben kommen auch haufig Abbildungen
zum Einsatz. Bei diesen Abbildung, die jeweils eine Variante der Kombinatorik
darstellen treten die nachfolgenden Begriffe auf, die zunachst geklart werden massen.

Definition:
Eine Abbildung f : D — W ordnet jedem Element x& D (Definitionsbereich,
Urbild) eindeutig ein Elementy = f(x) y € W(Wertevorrat, Bildmenge) zu.

31.2.3.1 Surjektive Abbildung I

Sie bedeutet, dass jedes Element der Zielmenge mindestens einmal als Funktionswert
angenommen wird, also mindestens ein Urbild hat.

Definition:

Eine Funktion f: D — W heil3t surjektiv, oder ist eine Abbildung ,von* D
»-auf‘ W, wenn zu jedem Element aus W mindestens ein Urbild in D
existiert.

Die Definition bedeutet, dass alle Bildelemente Uber Urbildelemente verfligen. Dabei
kann es aber sein, dass zwei Urbildelemente auf das gleiche Bildelement abgebildet
werden. Es bedeutet aber nicht, dass jedes Urbildelement eine Bildelement besitzt. Es
kann Urbilder geben, die tber kein Bild verfugen.
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31.2.3.2 Injektive Abbildung I

Sie bedeutet, dass jedes Element der Zielmenge hdchstens einmal als Funktionswert
angenommen wird. Es werden also keine zwei verschiedenen Elemente der
Definitionsmenge auf ein und dasselbe Element der Zielmenge abgebildet.

Definition:
Eine Funktion f: D — W heil3t injektiv, wenn zu jedem Element aus W
genau ein Urbild in D existiert.

Injektivitat (injektiv, linkseindeutig) ist eine Eigenschaft einer mathematischen Funktion.
Sie bedeutet, dass jedes Element der Zielmenge hdchstens einmal als Funktionswert
angenommen wird. Es werden also keine zwei verschiedenen Elemente der
Definitionsmenge auf ein und dasselbe Element der Zielmenge abgebildet. Eine
injektive Funktion ist daher (als Relation gesehen) linkseindeutig. Dabei entspricht
nicht unbedingt jedem Element der Zielmenge ein Element der Definitionsmenge. Die
Urbildmenge

kann also kleiner als die Bildmenge sein. Es kann Elemente aus der Bildmenge
geben, die kein Urbild haben.

Die Bildmenge muss also mindestens so viele Elemente haben, wie die Urbildmenge.

31.2.3.3 Bijektive Abbildung I

Als letztes spielt die Abbildung ein Rolle, die beide vorherigen Eigenschaften vereinigt.
Eine Funktion ist bijektiv, wenn sie verschiedene Elemente ihres Definitionsbereichs auf
verschiedene Elemente der Zielmenge abbildet (sie also injektiv ist), und wenn
zusatzlich jedes Element der Zielmenge als Funktionswert auftritt (sie also surjektiv ist).
Eine

bijektive Funktion hat daher immer eine Umkehrfunktion, ist also invertierbar.

Definition:
Eine Funktion f: D — W heil3t bijektiv, wenn sie sowohl surjektiv als
auch injektiv ist.

Damit ergibt sich eine eineindeutige Abbildung, dh. es ist eine eindeutige Abbildung von
D auf W, sondern auch eine eindeutige Abbildung von W auf D.
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31.3. Permutationen

Eine Anordnung (nur Reihenfolge) samtlicher Elemente einer endlichen Menge heil3t
auch Permutation. FUr Permutationen hat sich eine Listenschreibweise eingeburgert.
Samtliche Permutationen von S = {a, b, c} sind:

(a, b, ), (a, c,b),(b,a,c),(b,c,a),l(ca,b)(cb,a).

Bei einer Permutation

* mussen immer alle Elemente
* in einer Reihenfolge angeordnet werden.

31.3.1. Permutationen ohne Wiederholung I

Anzahl der Permutationen bei n Verschiedenen Elementen:

P. = n!

4 Alle n-elementigen Tupel, die
4 aus einer n-elementigen Menge erzeugt werden kdnnen
4 mit n-verschiedenen Elementen.

\ Voraussetzungen: \

@ Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

# Es miussen alle (n) Elemente ausgewahlit werden.
(am Ende des Experiments ist die Urne leer)

@ Ein Element kann nicht mehrmals ausgewahlt werden.
(es wird keine Kugel zuriickgelegt, also keine Wiederholung und es gibt auch
keinen zwei gleichen Elemente)

# Die Reihenfolge muss beriicksichtigt werden
(die Reihenfolge (1,2,3) ist von (2,1,3) zu unterscheiden, wiirde die Reihenfolge
nicht berticksichtigt werden, wére das identisch mit nicht unterscheidbaren
Elementen)
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31.3.2. Umsetzung im Modell I
31.3.2.1 Baumdiagramm I

oL o=

Darstellung des Baumes fiirn =5 Y —EOE -
oo o "L 9°9

Da die Auswahl ,mit Beachtung der - ® <Eo e o

Reihenfolge® erfolgt, ist der Baum voll besetzt, o— ° o e

o—[_ :::
58

es gibt keine leeren Aste, da es keine
Wiederholungen geben kann.

|

oS 9 e[ 92

— @ o392

Am rechten Rand sind (aus Platzgriinden in {o -
zwei Reihen) die 120 Mdglichkeiten in Gruppen T

zu jeweils 6 aufgefuhrt. — 0

°Le—e

o—Ce—98 1982
— @ {0[93

|

* In der ersten Ebene sind 5 o * o o re—e
verschiedenfarbige Kugeln PN 2{3::
« In der zweiten Ebene gibt es zu jeder o —e

o—Co—e *L92
Kugel aus der ersten Ziehung 4 weitere _ e {-[88
* In der dritten Ebene gibt es zu jedem O

bisherigen Teilbaum 3 weitere Kugeln usw. o
—0 e e 8
*te—¢

e

Begonnen bei n ist die Anzahl in jedem ° _® {2{5‘2

Teilbaum gekennzeichnet durch das Produkt 2 °_ o —0°°
mit der néchst kleineren ganzen Zahl. So ® °Le-¢
entsteht ein Produkt aller nattrlicher Zahlen bis ® - @ ﬂoi; -9
n, das als n-Fakultat bezeichnet wird. e {zig =9 *te—o

@ —0O

— 3¢
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Ps=5!=120

In einer Urne sind 5 Kugeln mit verschiedenen Farben. Gesucht sind alle moglichen
Anordnungen der Kugeln. Fur n = 5 sind hier die verschiedenen Anordnungen

|Seite 10
aufgefuhrt:

00000
( X JOX N
000CEO
90000
e00C0
20000
RO X X
L JON N N
( JOR X N
[ JON J N
0000
[ JOR X N
L X N JOF
000080
N RoN X
[ X NO N
@000C0
e®0CeO
00000
200860
(X JON N
[ X NON N
00600
( X N JON J

L X JON X J
00000
09000
00000
08000
090000
L JOR NN
L JOX N X
L JON A X
L JOR X X
L JoR A X )
00000
(X N JON
090080
[ X JON X
I NON N
XX N RO
L XN NOX
X X JON
000060
( X JOL N
000 0®
00000
00000

o A N X )
00000
o X' A X

L X JOI N
0000
CN L JOX
20000
e00eCHO
90080
@eCe0o0
L JON N X |
CXOL X X |
Tl X X )
eCe00
CHON J N
C L X NOX
009000
N JON X J
@e®Coeo
L X X X
@®eCe
@900 0
00000
X NON N
CN NONCN
@08 00
CX L NON J

0000
L X JoX X
LN X ROX
0000 O
L N N JOX
00900
eCe00
C00 0
eCe00
L JON 1 N
L JON N N
( O N X |
( XX NON _
00060
08000
C X JOX N
00900
( XN JOX
8000
00080
L N JOX N
. N NON N J
090000
090 CHO
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Objekte auf n Urnen so zu verteilen, dass in jeder Urne genau

Gesucht ist die Anzahl der Moglichkeiten, n unterscheidbare
ein Element liegt.

Die gleiche Darstellung kann man fur das duale Urnenmodell verwenden, wenn man
sich die Urnen, in die die Kugeln verteilt werden sollen, senkrecht untereinander

angeordnet denkt.
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31.3.2.4 Das Abbildungsmodell I

Bei einer Permutation handelt es sich um die Abbildung von einer Menge A auf eine
Menge B. Beide Mengen mussen die gleiche Anzahl von Elementen haben und es wird
jedem Element aus der Menge A eineindeutig ein Element aus der Menge B
zugewiesen. Das bedeutet, dass auch jedem Element aus der Menge B eindeutig ein
Element der Menge A zugewiesen ist. Elemente der Menge B sind nicht Bilder von zwei
verschiedenen Elementen der Menge A.

Wie viele Abbildungen f: K — N von einer r—-Menge K
auf eine r—Menge N gibt es ?

Die Abbildung f verteilt die Kugeln auf die Urnen! Die Kugeln sind die Urbilder und
die Urnen sind die Bilder der Abbildung f. Jedem Bild (=Urne) darf nur ein Urbild
(=Kugel) zugewiesen sein.

Gegeben seien zwei Mengen A = {a1, a2, a3, ... ar} und B = {b1, b2,... br}.
Eine Abbildung o von der Menge A auf die Menge B ist eine Vorschrift,
die jedem Element von A genau ein Element von B so zuordnet, dass
jedem Element von B auch nur ein Element von A zugeordnet ist.

Wir geben ein Beispiel an:

di a2 Az ... ar

bs be ba... by

Die zweite Zeile legt die Abbildung eindeutig fest und jedes Element von B muss in
dieser Zeile auftreten, damit darf jedes Element von B auch nur einmal auftreten, sonst
wurden Elemente von B in dieser Zeile fehlen.

31.3.2.5 Wortbildungsmodell I

Wieviele n buchstabige Worter kann man aus einem n buchstabigen
Alphabet bilden, wenn jeder Buchstabe genau einmal verwendet
werden kann und muss.

Betrachtet man dazu das Urnenmodell und macht sich jede Kugel als Buchstaben klar,
dann existieren n verschiedene Buchstaben, die man zu n elementigen Worten
zusammenfiigen soll. Jedes Wort stellt eine Farbkombination der Kugeln dar.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de
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31.3.3. Permutationen mit Wiederholung I

Angenommen, wir haben eine Menge von Objekten, die aus mehreren Teilmengen
besteht, wobei innerhalb jeder Teilmenge die Objekte gleich sind. Ein Beispiel dafir ist
eine Urne mit mehreren Kugeln der gleichen Farbe. Beim Ziehen sind Kugeln der
gleichen Farbe nicht unterscheidbar, dh. die Eigenschaft der Elemente tritt mehrfach
auf. Wiederholung ist hier nicht im Sinne von ,Zuricklegen® gemeint, sondern, dass
mehrere Objekte die gleiche Eigenschaft besitzen. Es wird trotzdem jedes Element
genau einmal ausgewahlt !

Anzahl der Permutationen bei n Elementen, bei denen n4, n,,...nx Elemente
untereinander gleich sind:

n!
n,!‘n,!-n;!...n,!

Pn;n1,n2,n3...nk =

4  Alle n-elementigen Tupel, die aus einer
4 n-elementigen Menge erzeugt werden konnen
4  mit nq, n2...n¢ gleichen Elementen

Voraussetzungen

+ Mindestens 2 Elemente der Ausgangsmenge sind identisch,
d.h. es gibt Elemente der Ausgangsmenge, die sich nicht voneinander
unterscheiden lassen .

# Es mussen alle (n) Elemente ausgewahlit werden.
(nach dem Experiment ist die Urne leer)

«# Ein Individualelement kann nicht mehrmals ausgewahlt werden, ein Element mit
gleicher Eigenschaft hingegen schon. Liegen z.b. 2 rote Kugeln in der
Ausgangsmenge, so muss jede der beiden roten Kugeln ausgewahlt werden
(mit Wiederholung), eine dritte rote Kugel kann aber nicht ausgewahlt werden.

+ Die Reihenfolge der unterscheidbaren Elemente muss beriicksichtigt
werden.

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter
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31.3.4. Umsetzung im Modell I

31.3.4.1 Baumdiagramm

Das hier angegebene Beispiel zeigt 5 Kugeln, von denen 2 Farben je zweimal

vorhanden sind.
_ @ _E-—O

o—o
Auf jeder Baumebene fallen doppelt entstandene @ e —EEE
Baume weg. Von den ursprunglich 120 —°1e=3
Maglichkeiten entfallen o—13=3 12
e 1o
* Nach dem 1. Ziehen flr die doppelte rote i I
und blaue Kugel jeweils 24 Mdglichkeiten —e > °
(diese fehlenden Teilbaume sind nicht Lo+ e T35—2
eingezeichnet) , das sind 48
« Nach dem 2. Ziehen bei jeder ersten der —e 2%
roten und blauen einmal 6 fur den @ 1o —|:§ E':
doppelten Baum fiir die jeweils andere ° e Te—»e
Farbe, das sind 12. ® o 53 12
fur die gelbe Kugel je einmal 6 Stuck fur = —0 19 |
die doppelte rote und einmal 6 Stuck fur g o *—¢
die doppelte blaue Kugel, das sind o8 —®
ebenfalls 12 [ Te—®
* nach dem 3. Ziehen fur rot-rot-gelb und o Le_e—e
blau-blau-gelb jeweils 1 Mdglichkeit, fur rot- oo
gelb-rot und blau-gelb-blau jeweils eine —* _'_._‘
Méglichkeit T° To—e
. . o —e o 6
Damit entfallen nach dem ersten Ziehen 72 N
Maoglichkeiten gegenuber der Permutation ohne | o o=

Wiederholung.

Am Ende bleiben 30 verschiedene Moglichkeiten ubrig.
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In einer Urne befinden sich 5 Kugeln. Davon sind 2 rote, 2 blaue und 1 gelbe.

Gesucht ist die Anzahl der Moéglichkeiten, eine geordnete Stichprobe

von n Kugeln aus einer Urne mit k Kugeln mit zurtcklegen so zu
ziehen, dass, dass die Kugel a; genau ni-mal gezogen wird.

©00000000000000000000000
OOOQOﬁO@OOOOOBO&ﬂOOBOOGG
oeoonoowoooaeoowooaaoooe
©00000000000000000000000
000000000000000000C00000
©000000000000000000000000
0000000000000000000000060
©0000000000000000C0000COO0O
DODO@TDOOGL“QOGNOOOGOOOO
000000000000000000000000
tooocoo..ooopooooicqoooo
ofojojolioiololelofolelel Y Y X H Y X X H X X X
0000000000000000000000O0CF®
000000000000000000000000
000000000000 C0O00COOOOOOO
000000000000000000000000
o.t.oooooo.moooooo.q.tio
0000000000000 00C0C0O0ODOOOOOO
0000000000000 000000000
000000000000000000000000
oooopioopooooooqoooqoooo
©00000 oopaooeaoopooomeoo
000000000000000000000000
©00000000000000000000000

000000000000 000000000000

Aufgelistet wurden zunachst die 120 Mdglichkeiten, die aus der Permutation ohne
Wiederholung bekannt sind. Zur Verdeutlichung wurden bei einigen Anordnungen die
gleichfarbigen Kugeln noch einmal nummeriert, um zu erkennen, dass es sich um zwei
getrennte Anordnungen handelt. Nach auf3en hin sind aber jeweils 4 Anordnungen

gleich, die durch eine Strichpunktlinie zusammengefasst wurden. Damit ist die

Ausgangszahl von 120 Anordnungen durch 4 zu teilen und es entstehen 30

unterscheidbare Anordnungen. Im Bild 5 Zeilen zu 6 Blocken. Die Zahl 4 entsteht durch

2! « 2! (2 rote 2 blaue), die in der Formel im Nenner stehen.
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Gesucht ist die Anzahl der Mdglichkeiten, n unterscheidbare
Objekte auf k Urnen so zu verteilen, dass in der i-ten Urne n;
Objekte liegen.

Im folgenden Beispiel ist n = 5, die Anzahl der Kugeln. Es gibt 3 unterscheidbare Urnen,
von den Urnen mit Mehrfacheigenschaft hat jede Urne 2 Kugeln:

normales Urnenbeispiel duales Urnenbeispiel

n Anzahl aller Elemente Anzahl der unterscheidbaren Objekte
k unterscheidbare Eigenschaften Anzahl der Urnen

ni=2  Anzahl der roten Kugeln Anzahl der Kugeln in der 1. Urne

n, =2  Anzahl der blauen Kugeln Anzahl der Kugeln in der 2. Urne
ns=1  Anzahl der gelben Kugeln Anzahl der Kugeln in der 3. Urne

N _

@
o

O

@ O

® O

0 00 ©

@0 00 @
®@ O

@ O @

@ o @

© @ @

@

o

@00 60 0000 00 00 00

@ 00 00 0000 00 60 0
® 00 00 00 00 00 00 ©

© 00 00 00 00 00 00 OO0
©C 00 060 C0|CO 00 00 0O

000 00 00 060 00 00 00 00
@

®
@
@

0@ O
0 O
© @

0
C®
®

Aufgelistet sind die nach den obigen Vorgaben sich ergebenden 30 Mdglichkeiten in 3
Urnen (Spalten) 5 verschiedene Kugeln zu verteilen, so dass in der ersten Urne 2, in
der zweiten Urne 2 und in der dritten Urne 1 Kugel vorhanden sind.

|© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff—lernen.de|
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31.3.4.4 Abbildungsmodell I

Wie viele Abbildungen f: K — N von einer —Menge
K auf eine s—Menge N gibt es ?

Die Abbildung f verteilt die Kugeln auf die Urnen! Die Kugeln sind die Urbilder und
die Urnen sind die Bilder der Abbildung f. Jedem Bild (=Urne) darf nur ein Urbild
(=Kugel) zugewiesen sein.

Gegeben seien zwei Mengen A = {a1, a2, as, ... ary und B = {b1, b2,... bs}.
Eine Abbildung o von der Menge A auf die Menge B ist eine Vorschrift,
die jedem Element von A genau ein Element von B zuordnet, so dass
alle Elemente von A ein Bildelement von B besitzen.

Da die Menge B weniger Elemente besitzt als A, missen mehrere Urbilder aus A ein
und dasselbe Bildelement aus B besitzen. Diese Abbildung ist dann nicht mehr
umkehrbar eindeutig.

Veranschaulicht man sich diese Abbildung am Urnenmodell heif3t das, jede
Vertauschung der roten und blauen Kugeln untereinander fuhrt zu dem gleichen Bild.

Urbilder aus A Bilder aus B
ri ri by by g
r. ry by b g
ri r b, by g rrbbg
r. ry by by g
das wurde tatsachlich gezogen das ist aber nur sichtbar

31.3.4.5 Wortbildung iiber Alphabethen I

Mdgliche Buchstabenanordnungen beim Wort ANAGRAMM

Wieviele unterschiedliche Mdglichkeiten gibt es, alle Buchstaben des Wortes
ANAGRAMM in einer unterschiedlichen Reihenfolge anzuordnen.

In diesem Wort kommen bestimmte Buchstaben mehrfach vor.
Anzahl aller Buchstaben: N=8
Haufigkeit einzelner Buchstaben:

k1=A=3
k2=G =1
k3=N=1
kd=M=2
k=R =1

A= 8l/(3*1I*11*21*11) = 81/(3!*2!) = 40320/12 = 3360
Es gibt 3360 unterschiedliche (8 Buchstaben umfassende) Worter, die unter der
Verwendung aller Buchstaben des Wortes ANAGRAMM gebildet werden kénnen.

Zur gedanklichen Veranschaulichung kann man sich das Urnenmodell ins Gedachtnis
rufen. Jede Farbe einer Kugel entspricht hier einem Buchstaben, gleiche Farben sind
gleiche Buchstaben.
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31.3.4.6 Herleitung aus Formel 1.1 (Permutation ohne Wiederholung) I

n- Objekte lassen sich in n! verschiedenen Maéglichkeiten anordnen. Da aber ny —
Objekte nicht unterscheidbar sind, sind von den n! Méglichkeiten diejenigen nicht mehr
zu unterscheiden, die aus der Vertauschung der n, Objekte entstehen. n; Objekte
lassen sich aber in ny ! Moglichkeiten anordnen, so dass die unterscheidbaren
Moglichkeiten n!/n4! sind.

Auf der Eingangsseite zum Urnenmodell ist dieser Zusammenhang zu erkennen. In der
Urne befinden sich weiterhin 5 Kugel, davon sind jetzt aber 2 rote, 2 blaue und 1 gelbe.
In einigen Fallen sind die Kugeln mit Nummern versehen, um die Ergebnisse besser
unterscheiden zu kénnen. Dies Nummern sind nattrlich auf den Kugeln nicht
vorhanden, sonst waren sie nicht ,nicht unterscheidbar®.

Wenn man sich die Nummern wegdenkt, stellt man fest, dass jeweils vier Anordnungen
nicht unterschieden werden kdnnen (durch senkrechte Striche getrennt), so dass von
den ursprunglich 120 Anordnungen der ,Permutationen ohne Wiederholung® nur noch
30 verschiedene Anordnungen (30 nicht unterscheidbare Vierergruppen) tbrigbleiben.

Da zwei Sorten Kugel mit je 2 Stlck nicht unterscheidbar sind, ist nach obiger
Herleitung ny = 2 und n; = 2 (und nsz=1 fir gelb). Damit ergibt sich aus der
Berechnungsformel:

Ps;22 = L = 120 =30
21 * 21* 1! 2*2

Dieses Ergebnis stimmt mit dem ausgezahlten Ergebnis Uberein.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de
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31.4. Variationen

Jede mdgliche Anordnung von k Elementen aus n vorhandenen Elementen mit
Beriicksichtigung der Reihenfolge heilt Variation dieser Elemente (Variation von n
Elementen zur k-ten Klasse). Solche Auswahlen mit Beachtung der Reihenfolge werden
auch als geordnete Stichproben bezeichnet.

Bei einer Variation werden

* k Elemente ausgewabhlt,
* die angeordnet werden
(mit Beachtung der Reihenfolge)

Bei allen Versuchen, bei denen die Reihenfolge ein Rolle spielt, stelle man sich vor, es
gibt eine gerade Leiste, bei der vorn beginnend die Elemente aufgereiht werden.

31.4.1. Variation mit Wiederholung I

Gegeben seien n verschiedene Elemente.
*  Wieviele Moglichkeiten gibt es, k Elemente
* unter Beruicksichtigung der Reihenfolge anzuordnen,
* wenn jedes Element beliebig oft, aber hdchstens k mal, wiederholt werden darf?
(Beachte: k kann auch gréf3er als n sein)

Aus einer Menge von n Elementen lassen sich unter Berlcksichtigung der Reihenfolge

Wy k= pk

viele Tupel mit k Elementen bilden, wobei die Elemente gleich sein konnen.

4  Alle k-elementigen Tupel, die aus einer
4 n-elementigen Menge erzeugt werden konnen

Voraussetzungen |

# Alle (n) Elemente der Ausgangsmenge unterscheiden sich voneinander.

+ Es werden einige (k) Elemente ausgewabhlt.
Beim Ziehen mit Zuricklegen kann k > n sein, da jeder Versuch die gleichen
Bedingungen hat, wie der erste Versuch, deshalb hat jeder Versuch die gleiche
Wahrscheinlichkeit 1/n und das bei k Versuchen.

+# Ein Element kann mehrmals ausgewahit werden.

+ Die Reihenfolge muss beriicksichtigt werden

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter
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31.4.2. Umsetzung im Modell I
31.4.21 Baumdiagramm I

Wieviel Moglichkeiten gibt es, aus 5 verschiedenen —O0 lzg
Kugeln 3 auszuwahlen. e
- O — ' e
— @
Ziehen mit Wiederholung heif3t, dass vor jedem neuen ole ¢ E%
Ziehungsversuch die gleiche Ausgangssituation besteht, O
wie vor der ersten Ziehung. Damit ist jeder Teilbaum in " e —9
jeder Ebene voll besetzt. Obwohl jede Farbe nur einmal Cs o
vorhanden ist kdnnen dreimal die gleichen Farben PN lzg
auftreten. In jeder Ziehungsebene gibt es n verschiedene .
Moglichkeiten, wie bei der ersten Ziehung. Deshalb kann -0
: ) S : O o
man sich diese Versuche vorstellen wie eine Permutation Ce —o
ohne Wiederholung, bei der die erste Ziehung k -mal e I%
wiederholt wird. Die Anzahl der Moglichkeiten bei der —o e
ersten Ziehung betragt n, wenn diese k — mal wiederholt e+ @ EE
wird ist mit jeder Ziehung wieder n zu multiplizieren. damit —e 9
entsteht die Formel fiir n. - @ e
—o0 —e
Y 7i2
° o
—O
—®
—0 —e
- @ -
° =
O
(@) :O [ ]
® o e
’OES
_ e :
e —°
— O — e
— o
Ce o
- @ e
—e
—0 e
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:2 —o0
—o
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31.4.2.2 Urnenmodell

Aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln werden nacheinander
k Stlick gezogen, die Nummer wird nach jedem Zug notiert und die
gezogene Kugel vor dem nachsten Zug wieder zuriickgelegt.
Wie viele verschiedene geordnete Zige von k Kugeln sind moglich?

Man hat die Urne mit den flnf verschieden farbigen Kugein.

Von diesen flnf Kugeln wird nun eine beliebige Kugel zufallig
herausgegriffen.

In unserem Fall erwischen wir die gelbe Kugel.

Da aber funf verschiedene Kugeln in unserer Urne lagen, hatten
wir fur diesen Zug auch 5 Moglichkeiten, eine dieser flunf
Kugeln zu ziehen.

Nun wird die eben gezogene Kugel wieder zu den anderen
Kugeln in die Urne zuriickgelegt.

Man hat nun wieder alle flnf verschiedenen Kugeln in der Urne.

Jetzt wird ein zweites Mal gezogen. Durch das Zurtcklegen der
—in unserem Fall gelben — Kugel hat man wieder alle flnf
Kugeln in der Urne und somit auch wieder 5 Moglichkeiten fur
den zweiten Zug, der unter den gleichen Bedingungen
stattfindet, wie der erste. Diesmal erwischen wir die rote Kugel.
Wie eben wird nun die gezogene — rote — Kugel wieder zu den
anderen Kugeln in die Urne zuruckgelegt, so dass man wieder
alle finf verschiedene Kugeln in der Urne hat.

Nun wird ein drittes und letztes Mal gezogen. Auch hier hat man
durch das Zurlcklegen wieder alle funf Kugeln zur Auswahl.
Somit hat man auch wieder 5 Moglichkeiten, die dritte Kugel
zu ziehen.

In unserem Fall erwischen wir erneut die gelbe Kugel, was nur
durch das Zurlcklegen maoglich wurde.

DOUyge
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Um Ordnung zu schaffen, legen wir die eben gezogen Kugel
wieder in die Urne zuruck.
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In einer Urne liegen 5 verschiedenfarbige Kugeln. Wieviele Mdglichkeiten gibt es, davon
jeweils 3 auszuwahlen, wobei Wiederholungen zulassig sind.

Erste Ziehung
0000 |0 OO00O0| O] OCCO0CO O 00000 6 00000 O
00000 @ 00000 ©® 00000 © 00000 O o0000QO O ’
| JOIOION ) 00000 O @X ]9 00000 00000
00000 @ CO000| O] OCCO0CO 0| 00000 &6 00000 O
00000 O 00000 & 00000 0 00000 O 00000 O ' N
(OJO) JOX ) O JOI J@) Xl X JO) Q0000 0000 E_
T
0000 O CO00O0| O 00000 O | 00000 &6 00000 O N
00000 0 00000 0| OCOO0O|0O| OOO0OO0CO0 0| 00000 0 . 3
[ JOI JON@) 00000 00000 Yo JoX 0000 5
«Q
0000 @ 00000 O| 00000 0| 00000 6 00000 O Q
00000 |0 0000 | 0| OOOOO0|O| OOOO0O|0O| OOO0O0O| O
0000 O o1 JOI JO) OX 1 JOJ¢) 0000 O JOIOI
00000 OO00O0| O 0OCO0CO0 O 00000 ©6 00000 O .
00000 0 0000 © 00000 ©@ 00O0COCO|®©@ ©00000 O
00000 00000 0000 0000 00000
Dritte Ziehung

Da Wiederholungen zulassig sind, gibt es bei jeder Ziehung gleich viele Maglichkeiten,
und zwar immer so viele, wie verschiedene Kugeln vorhanden sind. Bei 5 Kugel somit in
jeder Ziehung 5 Mdglichkeiten.
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Gegeben seien k unterscheidbare Kugeln und n durchnummerierte
Urnen. Die Kugeln werden auf die Urnen verteilt, wobei Mehrfachbe-
legungen zuladssig sind. Wie viele mogliche Verteilungen gibt es?

In der vorherigen Konstellation heif3t das es gibt 5 Urnen, auf die 3 unterscheidbare

Kugeln zu verteilen sind.
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31.4.2.4 Abbildungen (Funktionen) aus einer r-Menge in eine s-Menge

Wie viele Abbildungen f: K — N einer k—=Menge in
eine n—Menge gibt es ?

Die Abbildung f verteilt die Kugeln auf die Urnen!
Die Urnen sind die Urbilder und die Kugeln sind die Bilder der Abbildung f.

Gegeben seien zwei Mengen A = {a1, a2, a3, ... ak} und B = {b1, b2,... bn}.

Eine Abbildung a aus der Menge A in die Menge B ist eine Vorschrift, die jedem
Element von A genau ein Element von B zuordnet. Wir geben ein Beispiel an:

dis dz adsz ... a

bs bs by... by

Die zweite Zeile legt die Abbildung eindeutig fest. Diese stellt aber ein Wort der
Lange k Uber einem n-Alphabet dar (zur Menge B gehdren n Zeichen), also gibt es
entsprechend unserem Ergebnis aus a) genau n* verschiedene Mdglichkeiten. Die
Bildung einer Funktion kann also interpretiert werden als Wortbildung tUber einem
Alphabet.

Man kann dieses Ergebnis auch erhalten mit Hilfe eines Baumes: Fir das Element a1
gibt es s mogliche Bilder. Zu jedem dieser Falle fur das Element a2 wieder n, fur a3
ebenfalls usw. bis ar. Insgesamt also nach der Produktregel genau n* Falle.

Zur Veranschaulichung sollen hier 4 Kugeln auf 2 Urnen abgebildet werden. das Urbild
besteht aus 4 Elementen und das Bild aus 2.

fOO\ fOO\ fOO\ fOO\
coicEoecy
(00) (00) [00) [0O)
CUICEIICOIEL)
fO O\ fO O\ fO O\ fO O\
oelloo]loo]|loe
\ 7 \ 7 \ 7 \ 7
(OO (0O) (OO (O O)
eo|led]||eC]||e®
\ 7 \ 7 \ 7 \ 7

31.4.2.5 Wortbildung liber Alphabeten I

Es ist ein Alphabet mit n verschiedenen Buchstaben gegeben.
Wie viele Worter der Lange k kann man damit bilden.

Hier sind die Nummern der Buchstaben die Urbilder und die Buchstaben selbst die
Bilder.
a)n=1:

Gegeben sei ein Alphabet A = {|} mit genau einem Buchstaben (hier als
Strich).
Worter Uber dies