‘ Mathematik Vektorrechnung Seite 1

28. Vektorrechnung

28.1. Grundlagen

Insbesondere in der Physik hat man zwischen zwei verschiedenen GrofRen zu
unterscheiden, sogenannte skalare Grofden, die durch ihren Zahlenwert bereits
ausreichend beschrieben werden und Grofien, die aul3er ihnrem Zahlenwert noch eine
Richtung besitzen, um eindeutig bestimmt zu werden. Zur ersten Gruppe gehoren
solche Grolien wie Temperatur, Masse oder Volumen. Zur zweiten Gruppe gehoéren
Grolen wie Kraft, Lichtstrahlen, Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Die Erdbeschleunigung ist nicht nur eine Zahl von 9,81 m/s?, sondern auch immer ,nach
unten® gerichtet. Solche GrofRRen, die aulder einer MalRzahl auch noch eine Richtung
besitzen nennt man Vektoren.

Deshalb kann man fur Vektoren auch den Begriff ,gerichtete GrolRe” verwenden. Aus
diesen Grinden haben Vektoren zunachst nur eine Lange (=Mal3zahl) und eine
Richtung. Die Lange bezeichnet man auch als den Betrag des Vektors. Nun stellt sich
die Frage, wie gibt man denn eine Richtung des Vektors an. Die Bezeichnung ,von links
oben nach rechts unten® oder ,ziemlich flach® sind da offensichtlich nicht ausreichend.

Deshalb hat sich fur die Angabe der Richtung die Benutzung eines Koordinatensystems
bewahrt. Nicht nur in der Mathematik, sondern auch in der Physik ist die Benutzung von
Koordinatensystemen nichts aul3ergewdhnliches. In der Physik spielen hauptsachlich 3-
dimensionale Koordinatensysteme eine Rolle, in der Mathematik fir das Zeichnen in
Ebenen auch 2-dimensionale. Die Koordinatenachsen bezeichnet man mit x,y, z oder
X1, X2 und xs und fir die Richtung eines Vektors gibt man fur jede Koordinatenachse
eine Maldzahl an, in die der Vektor in Richtung dieser Achse zeigen soll. Wenn man
dann fur jede Achse eine Maldzahl angibt, ist die Richtung innerhalb einer zweidimen-
sionalen oder dreidimensionale Umgebung eindeutig festgelegt.

Vektoren kdnnen durch 2- oder 3- elementige Zahlentupel
angegeben werden, aber auch einfach nur durch eine Strecke mit
einer Pfeilspitze an einem Ende der Strecke.

Vektoren werden im allgemeinen durch einen Kleinbuchstaben mit einem Pfeil daruber
gekennzeichnet.

(Vektoren werden im folgenden in den Zeichnungen auch in Fetter Fraktur-
Schreibweise wiedergegeben: a, b, ¢)

Zahlentupel werden in Klammern geschrieben und zwischen den einzelnen MalRzahlen
fur die jeweilige Achsen eine Trennung durch ; / oder | eingefuhrt: (2,2 |-2,1]5).

Keinesfalls eine Trennung durch . oder , da das zu Verwechslungen mit Dezimalzahlen
fuhren kann. AuRerdem hat sich fur die Koordinatenschreibweise von Vektoren noch die
Spaltenschreibweise durchgesetzt bei der jede Komponente in einer eigenen Zeile steht
und der Vektor als Ganzes mit einer Klammer verbunden wird.
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28.2. Geometrische Deutung von Vektoren

Aus der allgemeinen Geometrie und der Funktionsdarstellung sind Koordinatenebenen
und Koordinatenachsen gut bekannt. Die Koordinatenachsen haben es bisher
ermoglicht Punkte in einer Ebene eindeutig zu identifizieren: Zu einem x-Wert gehort
eindeutig ein y-Wert und diese (x|y) Paar stellt einen Punkt im Koordinatensystem dar,
durch das z.B. die Kurve verlauft. Damit stellt die Koordinatenebene eine Menge aller
zweistelligen Zahlentupel dar: (x | y)

Analoges gilt naturlich fir eine dreidimensionale Umgebung in der alle dreistelligen
Zahlentupel (x|y|z) dargestellt werden kdnnen. Dabei ist wichtig, dass gleiche
Zahlenkombinationen immer wieder zu dem gleichen Punkt fuhren.

28.2.1. Zwei- und dreikomponentige Vektoren

Man kdnnte irgendeinen Punkt der Zeichenebene wahlen und von diesem aus soweit in
die x-Richtung gehen, wie die erste Komponente eines Vektors angibt, und soweit in die
y-Richtung, wie die zweite Komponente angibt. Im nebenstehenden Beispiel heil’t das:
"5 nach rechts in x Richtung, 3 nach oben in y Richtung gehen". Den Ausgangspunkt
nennen wir Schaft, den Zielpunkt Spitze. Da der Ausgangspunkt beliebig ist, stellt das
Zahlenpaar (5, 3) jeden Pfeil dar, der auf diese Weise entsteht. In der Skizze rechts
sind zwei solcher Pfeile flr verschiedene Ausgangspunkte eingezeichnet. Jeder der
beiden Pfeile wird durch den selben Vektor dargestellt.

Auf diese Weise kann jeder zweikomponentige Vektor durch Pfeile dargestellt werden.
Ist eine seiner Komponenten negativ, so wird vom Schaft in die entgegengesetzte
Richtung (nach links bzw. nach unten) gegangen, ist eine Komponente 0, wird der
entsprechende Zug ausgelassen. Da die zweikomponentigen Vektoren so schon in die
Zeichenebene passen, nennt man sie auch ebene Vektoren.

Wichtig ist, dass ein Vektor nicht nur einem Pfeil entspricht, sondern vielen. Ein Pfeil in
der Zeichenebene ist durch drei Dinge eindeutig bestimmt:

= seinen Ausgangspunkt (Schaft),

= die Richtung, in die er zeigt,

= und seine Lange.

<+ Alle Pfeile, die einen gegebenen Vektor darstellen, zeigen in die selbe Richtung
und sind gleich lang.
<% Sie unterscheiden sich nur durch den Ort ihres Schafts.

In der Praxis wird oft auf einen konkreten Pfeil gezeigt und dieser wird Vektor genannt.
Genau genommen ist das eine schlampige Bezeichnung. In Wahrheit ist das nur eine
Méoglichkeit flr einen Vektor, der an genau diesem Schaft festgemacht ist, dabei kbnnen
gleiche Vektoren an beliebigen Schaften festgemacht werden. Manchmal wird das so
ausgedrickt, dass ein Pfeil ein Reprdsentant fur einen Vektor (nicht aber mit diesem
identisch) ist.

Analoges gilt naturlich auch fir dreikomponentige Vektoren.

Aus den hier genannten Grinden gibt es fur Vektoren wesentlich wichtigere
Unterscheidungsmerkmale. Dabei unterscheidet man die Vektoren nach ihrem
FuBpunkt und zwar in der Weise, ob der Ful3punkt genau der Koordinatenursprung oder
eine beliebiger Punkt in der Koordinatenebene ist.
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28.2.2. Ortsvektoren

Da die Lage eines Punktes in der Zeichenebene durch ein Zahlenpaar (seine
Koordinaten) bestimmt ist, und da ein zweikomponentiger Vektor ebenfalls ein
Zahlenpaar ist, kann man Komponenten mit Koordinaten und daher Vektoren mit
Punkten identifizieren: Dem Punkt A(a1, az) entspricht der Vektor A = (a4, a2) und
umgekehrt. Vektoren mit dieser Eigenschaft, einen Punkt des Vektorraumes zu
kennzeichnen, heilten Ortsvektoren (da sie einen Ort angeben).

Ortsvektoren sind also dadurch gekennzeichnet, dass ihr Fupunkt immer der
Ursprung des Koordinatensystems ist und die Spitze auf einen Punkt des Vektorraumes
zeigt.

Solche Vektoren werden durch den GrolRbuchstaben ihres Punktes: A oder durch den
Start- und Endpunkt des Vektors mit OA bezeichnet.

28.2.3. Freie Vektoren

Im Gegensatz zu den Ortsvektoren gibt es die freien Vektoren. Diese Vektoren geben
eine Verschiebung oder Verbindung an und lassen sich im gesamten Vektorraum
parallel verschieben. Ihr FuBpunkt ist die Spitze eines beliebigen Ortsvektors oder die
Spitze eines anderen freien Vektors. Auf diese Weise ist es mdglich mehrere Vektoren
zu einem Polygonzug zu addieren, so dass am Ende ein resultierender Vektor entsteht.

28.2.4. Nullvektor

Vektorrechnung findet in einem Vektorraum statt und nicht in einem Koordinatensystem.
In einem Koordinatensystem gibt es Punkte zur eindeutigen Definition der Positionen
innerhalb des Koordinatensystems, im Vektorraum gibt es Ortsvektoren zu den Orten
des Vektorraums. Konsequenterweise besitzt damit ein Vektorraum keinen
Ursprungspunkt, sondern einen Nullvektor, der den Ursprung des Vektorraums
kennzeichnet. Man spricht aber auch von einem Nullvektor, wenn das Ende eines
Polygonzugs von mehreren Vektoren wieder am Ausgangspunkt des Polygonzugs
angekommen ist. Bildlich kann man sich das so vorstellen, dass ,man keine
Ortsveranderung® erreicht hat.

28.3. Rechenoperationen zwischen Vektoren

Da ein Vektor ein Gebilde aus mehreren Einzelzahlen ist, ist die Frage, wie soll man
daflr eine Addition, Subtraktion oder Multiplikation definieren. Ein grundlegendes
Prinzip bei der Erweiterung von Rechenoperationen in der Mathematik ist es, dass fur
Spezialfalle, die auf bereits bekanntes zurickfihren, trotzdem die bisher bekannten
Rechenoperationen gelten. Es ware sicher ungeschickt, wenn die Addition von zwei
Zahlen sich unterscheidet, wenn es sich um zwei reelle Zahlen handelt, oder um
eindimensionale Vektoren, die nur aus einer Komponente bestehen.

Das Gleiche trifft fir die Multiplikation von Vektoren zu. Was soll man unter dem Vektor
5*a verstehen.

Die Multiplikation von Vektoren untereinander ist eine spezielle Eigenschaft, die bei
normalen reellen Zahlen nicht auftritt. Aus diesem Grund hat man fur die Multiplikation
von zwei Vektoren miteinander zwei verschiedene Produktformeln gefunden, deren
Ergebnis bestimmte geometrische Eigenschaften zu den Vektoren besitzen, aus denen
das Produkt gebildet wurde. Da diese beiden definierten Produktformen flr die
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Vektorrechnung fundamentale Bedeutung besitzen, werden sie an spaterer Stelle
ausfuhrlich behandelt.

28.3.1. Addition von zwei Vektoren

Erster Grundsatz fir die Addition von Vektoren: Es kdnnen nur Vektoren miteinander
addiert werden, wenn sie die gleiche Anzahl von Komponenten besitzen. Ein Vektor der
Ebene, etwa (2|-3) kann nicht mit einem Vektor des Raumes, etwa (—1|3|5) addiert
werden. Wie bereits vorher erwahnt befindet man sich in einem Vektorraum. Der erste
Vektor ist ein Vektor eines 2-dimensionalen Vektorraumes, da er nur zwei Komponen-
ten besitzt. Der zweite Vektor ist ein Vektor eines 3-dimensionalen Vektorraumes. Die
beiden Vektoren leben in verschiedenen Welten. Nun kdnnte man sagen, man hange
an den ersten Vektor einfach eine Komponente an, z.B. (2|-3|0) und schon waren drei
Komponenten vorhanden. Diese Argumentation ist zwar einleuchtend, aber dieser
Vektor ,lebt* auch im 3-dimensionalen Vektorraum und hat mit dem aus dem 2-
dimensionalen Raum nichts zu tun. Es handelt sich dabei lediglich um einen 3-
dimensionalen Vektor dessen 3. Komponente gleich 0 ist.

Aus den Ausfuhrungen wird schon etwa klar, wie die Addition und Subtraktion definiert
ist.

Beispiel: 3@ =(2-1) und b =(3|4)liefern @ + b =(2+3|-1+4) = (5|3) oder
a=(-1[3|2)und b =(3]-5|-6) liefern a+ b = (—1+3|3-5[2-6) = (2|-2|-4)

28.3.2. Multiplikation eines Vektor mit einer reellen Zahl (skalaren GroRe)

Die Ublichen Rechengesetze verstehen unter dem Berechnen von 3 — mal einen
Ausgangswert, dass sich der Ausgangswert um das Dreifache vergroRert, bzw., wenn
man den Ausgangswert 3-mal addiert, dann ist das Ergebnis 3 * ....

Analog definiert man das mehrfache eines Vektors. Das n-fache eines Vektors sollte ein
Vektor sein, der auch entsteht, wenn man den Vektor n-mal hintereinander addiert und
sollte damit n-mal so grof sein, wie der Ausgangsvektor.

-

Beispiel: a =(2|-1) undt=2 liefern das Ergebnist* a =2 *(2]-1) = (4|-2)
a =(-13|2) und t ==3 liefern das Ergebnis t* a =-3*(-1|3 |2) = (3]-9]-6)
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28.3.3. Der Betrag eines Vektors

Ein in der Vektorrechnung immer wieder gebrauchter Wert X ?

ist der Betrag eines Vektors. Unter dem Betrag versteht ’

man nichts weiter als die Lange des Vektors. Mit Hilfe 5
dieses Betrages ist es moglich, jedem Vektor eine /3;1};}* *
vorgegeben Lange zuzuordnen. Dazu im nachsten Kapitel ] . 4 ; ‘
zum Thema Einheitsvektor mehr. Der Betrag eines Vektors O R
berechnet sich aus seinen einzelnen Komponenten im 2- Y/ U
dimensionalen wie im 3-dimensionalen Raum. Der AL S-St
Unterschied besteht darin, dass einmal 2 und einmal 3

Komponenten berucksichtigt werden mussen. Fur die X
Berechnung der Lange spielt naturlich die Richtung keine Rolle, so dass zu dieser
Berechnung der Pythagoras im 3-dimensionalen Raum benutzt wird.

X|=vx3+ x5+ X3

Der Betrag eines Vektors ist die Wurzel aus der Summe der Komponentenquadrate.
Fir einen 2-dimensionale Vektor entfallt die dritte Komponente.

28.3.4. Der Einheitsvektor

Die Berechnung des Betrages ist notwendig, um einen der am meisten gebrauchten
Vektortypen zu erstellen, den Einheitsvektor. Jeder Vektor kann zu einem Einheits-
vektor gemacht werden. Der Einheitsvektor eines Vektors hat die gleiche Richtung wie
dieser, aber die Lange 1. Um das zu erreichen muss jede Komponente des Vektors
durch den Betrag des Vektors dividiert werden. Es handelt sich dabei um nichts weiter,
als um die Division eines Vektors mit einer reellen Zahl. Fur die Kennzeichnung eines
Einheitsvektors wird an den Vektorbezeichner oben einen 0 angefugt (wie ein

Exponent): a°

(In viele Schulblichern wird die 0 unten angefiigt a, , was aber durchaus zu Verwechs-
lungen mit Vektoren flihren kann, die einen Index tragen, weil sie z.B. aus einer Menge
von Vektoren stammen. In diesem Dokument wird deshalb die Bezeichnung mit der 0
oben gewéhlt, da es eine Potenz von einem Vektor nicht gibt. AuBerdem sind
Ausdrticke ,hoch 0“ gleich 1 in der Potemnzrechnung.)

ot
51~
Q
N
|
oY

Man kann leicht nachrechnen, dass ein solcher Vektor immer die Lange 1 hat.
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28.4. Geometrische Bedeutung der Rechenoperationen

Eine wichtige Fragestellung im Zusammenhang mit den definierten Rechenoperationen
ist, wie sieht das Ergebnis im Vektorraum graphisch dargestellt aus, welches Aussehen
hat der Ergebnisvektor.

28.4.1. Die Summe zweier Vektoren

Die Addition zweier positiver Zahlen a und b kann man sich vorstellen als das
"Aneinanderlegen” (von links nach rechts) zweier Strecken der Langen a und b. Die
Summe a + b entspricht dann der Gesamtlange der beiden Strecken. Fur negative
Zahlen mussen wir diese Regel leicht &ndern: So entspricht einem negativen b eine
Strecke der Lange |b|, die bei der Addition "nach links" angelegt wird. Nichts anderes
geschieht bei der Vektoraddition:

Seien a und b Vektoren, gedeutet als Pfeile. Wir legen sie L
so aneinander ("hintereinander"), dass die Spitze von a '
mit dem Schaft von b (ibereinstimmt. Die Summe a + bist 4 /!
dann der Vektor vom Schaft von a zur Spitze von b. Wenn
wir mit einem Pfeil die Aufforderung "gehe vom Schaft zur |
Spitze" verbinden und zwei Pfeile wie beschrieben 1
aneinanderlegen.
Die Summe der beiden Vektoren entspricht danndem | - .

Vektor vom FuRRpunkt des ersten Vektors zur Spitze des N (-2
zweiten Vektors. S ¥

=Y

In der Skizze ist das fiir die beiden Vektoren a = (1, 4)und b = (3, -2), deren Summe
a+b = (4, 2)ist, illustriert.

Ein derartiges Verhalten von Pfeilen ist in der Physik bei Geschwindigkeiten und Kraften
bekannt (die beide "gerichtete Grolen" sind und durch Vektoren beschrieben werden).
Die Summe zweier Vektoren wird dort die resultierende (Geschwindigkeit bzw. Kraft)
genannt.

zustande. Wir legen die entsprechenden Pfeile (in beliebiger
Reihenfolge) "Schaft an Spitze" aneinander, wie hier in der rechten

Skizze gezeigt: TT—
9 9 ga+b+c¢

Die Summe von mehr als zwei Vektoren kommt auf analoge Weise /

Die rechte Skizze illustriert, dass die Summe von Vektoren, die
einen zu seinem Ausgangspunkt zurtiickkehrt (das Fachterminus
heilt: einen geschlossenen Polygonzug), © ist.

a+b+c =10
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28.4.2. Die Differenz zweier Vektoren

Aus der geometrischen Bedeutung der Summe ergibt sich jene der Differenz zweier
Vektoren:

Die nebenstehende Skizze zeigt die geometrische
Bedeutung der Differenz zweier Vektoren a und b. Werden
die Pfeile wie gezeigt angeordnet, so ergibt sich die
Differenz a—b als Verbindungsvektor der Spitzen, und
zwar so, dass der erste Vektor (@) die Spitze und der
zweite (b ) den Schaft bildet. Hier haben wir eine weitere pifferenz zweier Vektoren:
Variante der "Spitze minus Schaft"-Regel. (Beweis: Das »Spitze minus Schaft"
Diagramm, anders betrachtet, stellt die Addition zweier

Vektoren dar:

b+(a—b)=a ). Die Differenz zweier Vektoren stellt sich hier als Antwort auf die Frage "

b + wieviel ist a ?" dar.

Eine wichtige Konsequenz daraus ergibt sich fiir die AV 0
Berechnung von Verbindungsvektoren (siehe die Skizze
rechts). Setzen wir flr a und b die Ortsvektoren Q und P Q-p
zweier Punkte Q und P, so ergibt sich fur den

Verbindungsvektor von P nach Q P
PQ=Q-P = : o
Verbindungsvektor als Differenz

Zur Berechnung des Verbindungsvektors ist die der Ortsvektoren
Komponenten des zweiten Punktes von den Komponenten

des ersten Punktes zu subtrahieren. Als Regel kann man

sich dafur merken: ,Endpunkt minus Anfangspunkt®. Diese Differenz zwischen zwei
Ortsvektoren bendtigt man sehr oft in der Vektorrechnung. Bei allen eckigen Kérpern
(Wurfel, Pyramide, Quader) oder eckigen Flachen (Dreieck, Rechteck, Quadrat) lassen
sich die Vektoren der Seiten als Differenz der Vektoren der Eckpunkte berechnen und
darstellen.

28.4.3. Multiplikation reelle Zahl und Vektor

Sei a ein Vektor und c eine reelle Zahl, dann sind die Komponenten von ca das c-fache
der Komponenten von a. Wie kann man von einem Pfeil, der a darstellt, zu einem Pfeil,
der ca darstellt kommen?

* Istc> 0, dann wird der a-Pfeil um den Faktor 3
c verlangert (falls ¢ > 1) oder verkdrzt (falls ¢ < —1 ;‘,,_._.-ﬂ-'* B
1).

« Istc <0, so wird der a—Pfeil um den Faktor |c| 2a 7
verlangert bzw. gekurzt, und es kommt noch P P
eine Richtungsumkehr dazu. g o :

In der Skizze ist das anhand des ebenen Vektors a =
(3,1) und seiner Vielfachen
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2 a =(6,2)und — a = (-3,—1) illustriert. Des Vektor ¢ @ hat daher folgende
geometrische Bedeutung:

Seine Lange betragt das |c|-fache der Lange von a . Je nach dem Vorzeichen von ¢
zeigt er in die gleiche oder in die entgegengesetzte Richtung wie a (ist in jedem Fall
aber parallel zu a).

28.4.4. Linearkombination

Nach der Definition der Addition und der Multiplikation mit einem skalaren Faktor kann
man einen der zentralen Begriffe der Vektorrechnung definieren: Die
Linearkombination.

Definition:

Sind a4, ay, ...a, beliebige Vektoren, so heildt jeder Vektor b, der sich in der
Form b=Kiai+koa+ ... +k,a,

darstellen 1aidt, eine Linearkombination der Vektoren a4, ay, ...a, . Die
rellen Zahlen ki, ka, ... ki, heillen Koeffizienten der Linearkombination.

Bildlich gesprochen lasst sich der Vektor b als Polygonzug der Vektoren a4, ay, ...a,
erzeugen. Dabei ist es erlaubt die einzelnen Vektoren a; zu verlangern oder zu
verklrzen, einschlief3lich deren Richtung umzukehren (negative Werte fur k).

Im Zusammenhang mit dieser Definition sind folgende Fragen in der Vektorrechnung
interessant und nehmen eine zentrale Rolle ein:

1. Kann man einen bestimmten Vektor aus einer Menge von vorgegebenen
Vektoren mittels Linearkombination erzeugen, oder nicht,

2. Kann man aus einer Menge von Vektoren einen geschlossenen Polygonzug
erzeugen, dh. kann man aus einer Menge von Vektoren eine Linearkombination
bilden, so dass das Ergebnis der Nullvektor ist.

28.4.5. Linear abhangige Vektoren

Es stellt sich durch einfache Uberlegungen heraus, dass die beiden Fragen das gleiche
Problem beschreiben: Wenn es mdglich ist, aus einer Menge von Vektoren einen
Vektor als Linearkombination zu erzeugen, dann ist es auch moglich aus allen diesen
Vektoren einen geschlossenen Polygonzug, also einen Nullvektor, zu erzeugen. Wenn
eine solche Moglichkeit besteht, ohne dass alle Koeffizienten k gleich Null sind, dann
spricht man von einer Linearen Abhangigkeit der Vektoren.

Definition:

Sind a4, ay, ...a, beliebige Vektoren, so heillen die Vektoren linear

abhangig, wenn sich der Nullvektor als eine Linearkombination der Form
O=kia+koaz+ ... +Kyay

darstellen laf3t, bei der nicht alle rellen Zahlen k1, ko, ... ks gleichzeitig O

sein durfen.

Naturlich lasst sich der Nullvektor immer darstellen, wenn alle ki gleich Null sind, dann
werden ja alle einzelnen Vektoren auf den Nullvektor verkirzt und die Summe von
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Nullvektoren ergibt wieder einen Nullvektor. Interessant ist aber die Fragestellung, ob

das auch maoglich ist, wenn wenigstens einige der k; von 0 verschieden sind.

Klar ist auch, dass das nicht generell fir eine Menge von Vektoren gelten kann.
28.4.6. Linear unabhangige Vektoren

Wie so oft in der Mathematik ist aber nicht die gerade definierte Eigenschaft, sondern
genau die entgegengesetzte Eigenschaft interessant. Wann ist eine Menge von
Vektoren nicht linear abhangig, bzw. wann ist sie linear unabhangig. Eine Menge von
Vektoren ist genau dann linear unabhangig, wenn sie nicht linear abhangig ist. Aus der
Definition der Linearen Abhangigkeit lasst sich eine eigene Definition fir die Lineare
Unabhangigkeit ableiten (eigentlich wirde eine Definition ausreichen, aber die
eigenstandige Definition lasst sich besser auswerten).

Definition:
Sind a4, ay, ...a, beliebige Vektoren, so heilden die Vektoren linear
unabhangig, wenn sich der Nullvektor nur als eine Linearkombination der

Form O=kim+tkoa+ .. +k,a,
darstellen laf3t, bei der alle rellen Zahlen k4, ko, ... ki gleichzeitig 0 sein
mussen.

Die lineare Unabhangigkeit einer Menge von Vektoren hangt sehr eng mit der
Dimension des Vektorraumes zusammen. In einem Vektorraum kann es niemals mehr
linear unabhangige Vektoren geben, als die Dimension angibt. Das bedeutet:

Ebene

Raum

Drei Vektoren in der Ebene und vier Vektoren im Raum sind also immer linear
abhangig. Damit reduziert sich die Fragestellung darauf zu beweisen, ob zwei Vektoren
in der Ebene linear abhangig sind oder nicht, und ob drei Vektoren im Raum linear
abhangig sind oder nicht (es kdnnen auch bereits zwei Vektoren im Raum linear
abhangig sein!).

Fir die Ebene lasst sich die Frage sehr leicht beantworten:

In der Ebene sind zwei Vektoren genau dann linear abhangig, wenn der eine
Vektor ein Vielfaches des anderen Vektors ist.

Die beiden Vektoren (2 |-3) und (-2|5) sind linear unabhéangig, da die Komponenten
nicht durch eine Multiplikation mit der gleichen reellen Zahl ineinander Uberfuhrt werden
kénnen. Dafur sind die Vektoren (3]4) und (9]12) linear abhangig, da der zweite Vektor
das dreifache des ersten Vektors ist.

Auf der Grundlage der Definition der linearen Abhangigkeit/Unabhangigkeit kann man
diesen Sachverhalt mathematisch folgendermallen fassen:

=2 ke 2 =-2
T 5 ke-3 = 5

‘© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de
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Oder als Linearkombination mit dem Nullvektor:

Das Gleichungssystem
2 -2/_10 ke 2 —2¢1=0
SEEIRE
-3 5 0 ke—3 +5+1=0

hat als Losung nur die triviale Losung k =0 und | = 0.
Fir das zweite Paar von Vektoren kann man folgende Gleichungen aufstellen
ke | 3= |9 ke 3 =9
4 12 ke 4 =12

Dieses Gleichungssystem besitzt die Lésung k= 3. Die Vektoren sind linear abhangig.
Oder als Linearkombination mit dem Nullvektor geschrieben:

k.[B}H[Q}:[O} ke 3+ 9¢|=0

4 12 0 ke 4 +121=0

Dieses Gleichungssystem besitzt eine nichttriviale Loésung k = 3 und | = —1. Damit sind
die beiden Vektoren linear abhangig. Interessant dabei ist, wenn es eine solche
nichttriviale Losung gibt, dann gibt es auch unendlich viele Losungen. Denn die Werte k
=6und|=-2oderk=—-1undI="sind ebenfalls Losungen.

Besitzt also ein solches Gleichungssystem von 0 verschiedene Lésungen, dann sind
alle Vielfachen der einen Losung ebenfalls Losung.

28.4.7. Lineare Unabhangigkeit/ Abhangigkeit bestimmen

Eine haufig gestellte Frage ist die, ob drei Vektoren linear unabhangig sind. Aus der
Definition ist erkennbar, dass es sich dabei um die Frage nach der Lésbarkeit eines
Gleichungssystems handelt. Dazu sollen drei Vektoren a, b, ¢ betrachtet werden. Jeder
Vektor stellt die Spalte eines Gleichungssystems dar. Nach Definition soll der Nullvektor
als Linearkombination darstellbar sein. Das fuhrt zu folgenden Gleichungssystem:

Ist dieses Gleichungssystem eindeutig I6sbar, dann gibt es nur
a; b, ¢;| [t| [0} |die Null-Lésung, dass alle x gleichzeitig 0 sind. Damit sind die
a, b, ¢,|°|r [Z|0] | Vektoren linear unabhingig. Entstehen in der letzten Zeile alles
a, b, c;| \S/ \0/ | Nullen (ein Widerspruch ist bei homogenen Gleichungssystem
nicht mdglich) dann ist das Gleichungssystem mehrfach l6sbar,
die Vektoren sind linear abhangig. Dabei sind t,r und s die skalaren Streckfaktoren der
drei Vektoren a, b, und c.

Dieses Vorgehen ist auch moglich, wenn der Vektor c¢ als Linearkombination der
Vektoren a und b dargestellt werden soll. Im Falle einer linearen Abhangigkeit gibt es
unendlich viele Kombinationen zwischen t,r und s die moglich sind. Der Parameter s ist,
als einer der drei, frei wahlbar. Wahlt man diesen mit — 1 , so entstehen in t und r die
Faktoren, die fur die Linearkombination notwendig sind.

28.4.8. Basis und Dimension eines Vektorraumes

Jeder Vektorraum hat eine bestimmt Dimension oder GroRe. Diese Dimension gibt an,
wie viele Komponenten zu einem Vektor gehdren mussen, damit er Teil dieses
Vektorraumes ist. Zu jeder Komponente gibt es einen zugehoérigen Basisvektor des

’ www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter‘
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Raumes, fur den diese Komponente angibt, auf welche Lange dieser Basisvektor
gestreckt oder gestaucht werden muss, damit die gewunschte Lange erreicht wird. Jede
Menge von Vektoren, die sichert, dass sich alle Vektoren des Vektorraumes als
Linearkombination dieser Menge darstellen lassen heift

Definition:
Eine Teilmenge B a4, ay, ...a, von heil’t Basis des Vektorraums, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) Das System ist linear unabhangig

2) Jeder Vektor des Vektorraumes lasst sich als Linearkombination
dieser Vektoren darstellen.

In dieser Definition steckt einiges an Bedingungen drin. Als erstes mussen die Vektoren
linear unabhangig sein. Daraus folgt, dass im R? nicht mehr als 2 Vektoren eine Basis
bilden kdnnen und im R? nicht mehr als 3 Vektoren. Der Rang oder die Dimension eines
Vektorraumes ist die notwendige Anzahl von Vektoren, die man braucht, um eine Basis
zu bilden. Jeder Vektor lasst sich dann als Linearkombination jeder Basis darstellen und
es gibt keine Einschrankungen, dass eine Basis immer identisch sein muss mit den
Koordinatenachsen. In der Definition einer Basis ist auch nicht enthalten, dass die
Basisvektoren senkrecht zueinander stehen.

28.4.8.1. Ein rechtwinkliges Basissystem im R?

Zur besseren Veranschaulichung soll das an
einem 2-dimensionalen Vektorraum dargestellt
werden. Da bereits aus anderen Gebieten das
rechtwinklige Koordinatensystem bekannt ist,
benutzt man fir die Vektorrechnung haufig diese
Form. Im Gegensatz zum Koordinatensystem
werden die Achsen nicht einfach mit Zahlen, die
die Einheit angeben gekennzeichnet, sondern P 2 3 a4
man schreibt die Einheit einer Achse als 2-
dimensionalen Vektor, bei dem die Komponenten,
die die Achse angibt mit 1 gekennzeichnet wird
und alle anderen Komponenten mit O.

Diese Vektoren erfillen die Bedingung an eine
Basis. Die Vektoren sind linear unabhangig und
jeder Vektor der Ebene lasst sich mit diesen 4
Vektoren darstellen. Jetzt soll betrachtet

werden, was es eigentlich hiel3t, einen Vektor (3|—
2) mit Hilfe dieser Basisvektoren

darzustellen. 1
Da es sich um Basisvektoren der Lange 1
handelt, ist der notwendige Linearfaktor identisch L Lk ] i
mit der jeweiligen Komponente des Vektors: -1 \\' ]

3)=sly-2ls) | :

Diesen Zusammenhang kdnnte man auch
herstellen, indem man folgendes Gleichungs-
system aufstellt:

N

w

N>
o

N
-—

[«>)
X

[
N

N
(=

[
w

w

N

<D

N
a

w
1
N
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3= 1x -0y
2= 0x+1y

Die Zeilen des Gleichungssystems entsprechen den Komponenten der einzelnen
Vektoren, die Spalten des Gleichungssystem entsprechen den Vektoren selbst. Die
Lésung des Gleichungssystems sind die skalaren Faktoren, die bendtigt werden zum
Strecken oder Stauchen der Basisvektoren, damit der Zielvektor dargestellt werden
kann.

Merksatz:

Die Komponenten eines Vektors sind die Streckfaktoren der
Basisvektoren und die L6sung des Gleichungssystems, bei
dem die Basisvektoren die Spalten darstellen.

Innerhalb dieses Basissystems lasst sich jeder Vektor auch als Linearkombination

zweier anderer Vektoren erzeugen. Dazu soll das folgende Beispiel betrachtet werden.
Im rechtwinkligen Koordinaten-
system besitzt der ,rote” Vektor

D

die Komponenten (7|5). Dieser o

Vektor lasst sich aber auch als | | A A A A S I S R A /-
Linearkombination zweier | | R S SR S e [ N~ B S < i S
anderer Vektoren darstellen, | | A R S - R S & 1, ,,,,,
wenn diese nur linear unabhéngig . AR ArY BN

sind. Diese Bedingung wird z.B.
von dem ,griinen” und ,pink*
farbigen Vektor erfullt, die im
ublichen rechtwinkligen
Koordinatensystem die
Komponentendarstellung (3|-1)
und (2|3) haben. Um jetzt den
gesuchten‘roten” Vektor
darzustellen ist es notwendig, die
notwendige Linearkombination
als Gleichungssystem zu formulieren:

vil=lE)

Gesucht sind die Skalierungsfaktoren fur die Vektoren (3|-1) und (2|3) damit der Vektor
(7|5) sich darstellen lasst. Das Ergebnis dieser Frage ist die Losung des Gleichungs-
systems. Fur den Skalierungsfaktor x = 1 und y = 2 kann der Vektor (7]5) als
Linearkombination dargestellt werden. Bis hierher wurde alles gerechnet mit der Basis
des rechtwinkligen Koordinatensystems.

3
-1

X

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter
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28.4.9. Ein nicht-rechtwinkliges Basissystem

linear unabhangig und deshalb auch als Basis flr
einen zweidimensionalen Vektorraum geeignet sind.

Es wurde aber bereits geklart, dass die beiden Vektoren jund 1 <

In dieser Basis hat der Vektor | die Komponenten ‘
(1]0) und der Vektortdie Komponenten (0]1).

(Bei diesem Beispiel muss man sich von der
Denkweise des (blichen rechtwinkligen
Koordinatensystems lésen.

Es gibt andere Basisvektoren, die ein anderes ; .
Koordinatensystem erzeugen. Es sind die Faktoren fiir 2
diese Basis gesucht, die den roten Vektor erzeugen.) ’

Genau so, wie der Zielvektor (7|5) durch die rechtwinkligen Basisvektoren (1]) und (0|1)
als Linearkombination zu dem Ergebnis (7|5) flhrt

A

0
fuhrt das Gleichungssystem mit den Basisvektoren’jund Jzu dem Ergebnis

x| [+ y[ﬂ = [ﬂ (Es wurde hier bewul3t auf die Komponenten des alten rechtwinkligen
Basissystems verzichtet, da es das hier nicht mehr gibt)

Das Ergebnis dieses Gleichungssystem besagt, dass die Komponenten des fektors, im

alten rechtwinkligen Basissystem (7|5) sind, und im neuen Basissystem [und | die
Komponenten (1|2) haben. Damit hat sich die Lésung des Gleichungssystems wieder
als die Streckfaktoren der neuen Basis erwiesen, die man anwenden muss, um den
Vektor mit der entsprechenden Lange und Richtung zu erzeugen.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de
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28.5. Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt ist eine der wichtigsten Beziehungen der Vektorrechnung.
Gegenulber den anderen beiden Produkten, dem Vektorprodukt und dem Spatprodukt
gilt das Skalarprodukt unabhangig von der Dimension des Raumes, wahrend die
anderen beiden Produkte nur im R® existieren.

Unabhangig von der Dimension des Raumes wird mit dem Skalarprodukt
nachgewiesen, ob zwei Vektoren senkrecht zueinander stehen. Fiir den R? und R® kann
aulRerdem der Winkel zwischen den beiden Vektoren und der Abstand von Punkten,
Geraden und Ebenen zueinander bestimmt werden.

Die folgenden Abschnitte sollen zeigen, warum das so ist und wie man das erreichen
kann.

Definition: L | P
Gegeben seinen zwei Vektoren a =|a,| und b = b,im R® (im R? ist eine
Komponente wegzulassen). a 3

dann versteht man unter dem Skalarprodukt den Wert, der durch die
Summe der einzelnen Komponentenprodukte gebildet wird:

acb =a;rbi+ayby+asb;

Wie es der Name schon sagt, ist das Ergebnis eine skalare Grolie — reelle Zahl — und
kein Vektor. Damit hat das Skalarprodukt auch keine Richtung und kann als solche
nicht gezeichnet werden. Bei der Berechnung eines Abstandes lafdt sich der Wert des
Skalarproduktes zeichnerisch angeben. Als erstes soll gezeigt werden, dass das
Skalarprodukt gleich 0 ist, wenn die beiden Vektoren senkrecht zueinander sind.

28.5.1. Senkrechte Vektoren

Wenn die beiden Vektoren a und b senkrecht stehen, dann
bilden sie mit dem Verbindungsvektor a — b ein —
rechtwinkliges Dreieck. Im rechtwinkligen Dreieck gilt der

Satz den Pythagoras:

lal* + |b]* = |a - bf?

Damit sind die Betrage der einzelnen Vektoren zu quadrieren, dh. von der Betrags-
berechnung entfallen die Wurzelzeichen und es sind die Quadrate der Komponenten zu
summieren::

|al® + |b|® = |a - bf?

312 + 822 + 832 + b12 + b22 + b32 = (81 — b1)2 +(a2 — b2)2 +(a3 — b3)2

Fir die rechte Seite ist die 2. Binomische Formel einzusetzen
a® +ay”® +as® + bi® +b,” +bs® =(as® —2aibs +bs? ) + (a* —2azb, +b,* ) + (as® —2asbs +bs?)

Woraus zu erkennen ist, dass sich die quadratischen Glieder auf beiden Seiten
aufheben.
0= —2aibs —2ab, —2asbs;
= 2 (a1b1 + axb, + asbs )

’ www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter
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Nach dem Grundsatz, dass ein Produkt nur dann 0 sein kann, wenn mindestens einer
der beiden Faktoren 0 ist, folgt flir Vektoren, die senkrecht zueinander sind, dass das
Skalarprodukt 0 sein muss.

FUr den umgekehrten Beweis kann man von der Gleichung des Skalarproduktes
ausgehen und durch beiderseitige Erganzung der Gleichung riickwartsschlieen, bis
man wieder beim Pythagoras angekommen ist. Auch, wenn das etwas seltsam
anmutet: Es sind genauso mathematisch korrekte Umformungen, die zu einer neuen
Aussage fuhren. Auf dem Hinweg wurde auch nichts anderes gemacht.

28.5.2. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Eine andere Anwendung des Skalarproduktes besteht darin, den Winkel zwischen zwei
Vektoren zu berechnen.
Bildet ein Vektor lleinen Winkel a mit einem Vektor a, \

!

—, . — — N
so kann man b in zwei Vektoren bsund b, zerlegen, b

(-2

von denen b; ein Vielfaches von @ ist ( bi=s *3) und

b_; senkrecht auf ; steht.

Damit ergibt sich fur das Skalarprodukt von aund b’ >

!
!

-2

;°E= ;-(t:+ t;z)) = ;(s ;+_b)2) = s |a|? :a-_)bg =s |af?
Da a’und b senkrecht sind, fallt der zweite Summand weg und es bleibt nur der erste
Summand stehen. Damit stellt sich die Frage: Lasst sich s durch die beiden Vektoren a
und FausdrUcken?

Aus der Zeichnung ist leicht zu erkennen, dass die Vektoren eszw E zum Winkel a die
Ankathete darstellen, wahrend der Vektor gdie Hypotenuse darstellt. Damit ergibt sich

aus der Trigonometrie:

coS g = |E1| = Ib] « cos a = |b,| b, ist aber nur eine Verlangerung von a.
| |b]  cos a =s ||
b| + cos a setzt man den Wert s in die Berechnung

s = la| des Skalarprodukts ein

aob=s|a|2=l—|7b *COS A |52

|l

Aus der letzten Gleichung folgt als zweite Berechnungsformel flr das Skalarprodukt:

acb=|a||b|]cosa

Stellt man diese Formel nach dem cos des eingeschlossenen Winkels um, erhalt man
folgende Gleichung:

acb
|al |bl

= cosda

Es ist das Skalarprodukt Uber die Komponentendarstellung zu berechnen und dann das
Ergebnis durch die Betrage der beiden Vektoren zu dividieren. Das Ergebnis liefert den
cos des eingeschlossenen Winkels, der dann Gber die Umkehrfunktion des cos
bestimmt werden kann.

’© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de ‘
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Gleichzeitig sein darauf hingewiesen, dass der Vektor b1 eine senkrechte Projektion des
Vektors b auf den Vektor a ist. Denkt man sich Lichtstrahlen senkrecht zum Vektor a,
die von oben auf den Vektor b fallen, dann ist der Schatten des Vektors b genau der
Vektor b+. Dies Tatsache macht man sich bei der Berechnung von Abstanden zu Nutze,
deren prinzipielles Vorgehen als nachstes erlautert werden soll.

28.5.3. Abstandsberechnungen und das Skalarprodukt.

Genau diese Eigenschaft, dass das Skalarprodukt mit
dem cos des eingeschlossenen Winkels zusammenhangt
macht man sich bei Abstandsberechnung zu Nutze. Als
Abstande von einem Objekt zu einem anderen werden
immer die senkrechten Abstande oder kurzesten P
Entfernungen betrachtet. Das soll hier exemplarisch
einmal fur den Abstand eines Punktes zu einer Geraden
in der Ebene betrachtet werden. Das Prinzip istim R®
genau das gleiche, auf Unterschiede wird spater
eingegangen.
Gegeben ist ein Punkt P, dessen Abstand zu einer
Geraden g bestimmt werden soll. Um den senkrechten
Abstand zu bestimmen bendtigt man einen Vektor, der senkrecht zum Richtungsvektor
der Geraden ist. Diesen Vektor setzt man in P an und sucht die Lange, wenn sein Ende
genau auf der Geraden liegt.
Jede Geraden- oder Ebenengleichung hat mindestens einen Aufpunkt A, von dem man
genau weil3, dass er auf der Geraden oder Ebene liegt. Jetzt bildet man den
Verbindungsvektor von dem vorgegebenen Punkt P zu diesem Aufpunkt PA (oder
umgekehrt, Richtung spielt keine Rolle). Es ist dabei zu beachten, dass es immer eine
Ebene gibt, in der die Vektoren P, A, r und Lr liegen, auch im R®.
Jetzt ist die Frage, wie bekommt man eine senkrechte Projektion des Vektor PA auf den
Vektor Lr zustande, (in Zeichnung durch diinne Pfeile angedeutet), oder eine
Komponentenzerlegung von PA, wobei eine der Komponenten -Lr ist.
Aus der Zeichnung ist erkennbar, dass PA die Hypotenuse und -+ die Ankathete in
einem rechtwinkligen Dreieck sind und der Winkel a diese beiden Vektoren einschlieft,
also ist

1r =AP cos a

und nach der Definition des Skalarprodukts: AP o Lr =|-<1r| |AP| cos a

Damit kommt das Skalarprodukt dem gesuchten Wert AP cos a sehr nahe, als einzige
stérende GroRe ist | Lr | vorhanden. Dem Problem entgeht man dadurch, dass man
nicht einen beliebigen Vektor Lr benutzt, sondern einen mit der Lange = 1, also |-1r| = 1.

Schluffolgerungen

. Abstandsberechnung sind Projektionen des Verbindungsvektors
zweier Punkte auf den senkrechten Abstandsvektor mit der Lange 1.

«  Die verschiedenen Abstandberechnung in R? und R® unterscheiden
sich nur dadurch: Wie findet man die Richtung des senkrechten
Abstandes.
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28.6. Das Vektorprodukt

Wahrend die Berechnung des Skalarproduktes von der Dimension des Raumes unab-
hangig ist, existiert das Vektorprodukt nur im R*® . Das Ergebnis des Vektorproduktes ist
ein Vektor, der sehr spezielle Eigenschaften besitzt. Berechnet wird das Vektorprodukt
als Determinante, die aber in der Schule nicht behandelt wird. Hier soll trotzdem die
ubliche Definition zunachst angegeben werden:

Definition: o | & o, | P
Gegeben seinen zwei Vektorena =2, und b =b,|im R®
a b,

Dann versteht man unter dem Vektorprodukt den Vektor, der durch die
folgende Determinante gebildet wird.
a X IJA

azbs - asbz
= | ab,—ab,
a1b2 - a2b1

_\m =
[V S
O X

O
(o

N

(=2

Die Berechnung erfolgt Uber eine dreireihige Determinante. Fir die Berechnung von
dreireihigen Determinanten hat Sarrus eine sehr elegante und nutzliche Formel
gefunden. Man erweitert das 3 x 3 Gebilde noch einmal um die ersten beiden Spalten:

[ S—

O QO —-

[ k |i

a1 2 a3 a1 a2
b1 2 b3 b1 b2
Jetzt multipliziert man entlang der Diagonalen. Alle Produkte von links oben nach rechts
unter erhalten ein positives Vorzeichen, dh. es wird das Vorzeichen beibehalten,
welches sich aus der Multiplikation ergibt. Alle Produkte von links unten nach rechts
oben erhalten ein negatives Vorzeichen, dh. bei allen Produkten wird das entstandene

Vorzeichen geandert. Es entstehen jeweils drei Produkte.
azbs i+ asbqij+ aho k - biaz k—brasi—bsaj

Diese sechs Ausdrucke werden jetzt nach den Elemente i, j und k sortiert und
zusammengefaldt:
(az2bs — boas) i + (asb1 — bzaq) j + (azb2 - biaz) k

i, j und k stehen fur die Einheitsvektoren in Richtung der jeweiligen Koordinatenachsen,
die Klammerausdrucke davor sind alles reelle Zahlen, so daf es sich um die
Darstellung eines Vektors in seinen Basiskoordinaten handelt. Diese Komponenten
entsprechen genau den oben angegebenen bei der Definition des Vektorprodukts.
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Da Determinanten kein Schulstoff sind, wird von verschiedenen a
Lehren das nebenstehende Rechenschema angeboten. In diesem
Schema ist die erste und letzte Zeile zu streichen und dann analoge
3| Kreuzprodukte zu bilden. Dabei sind wieder bei den Produkten von
links unten nach rechts oben die Vorzeichen zu andern. Die

» | Berechnung ist der Determinantenrechnung nachgebildet und liefert | &;

wieder einen Vektor mit drei Komponenten. L a; b

N

-

O T T T T T

3 3

Das von fast allen Lehrern angebotene Gleichungssystem zur Berechnung sollte nicht
benutzt werden. Warum man das nicht benutzen sollte, wird bei der geometrischen
Interpretation des Vektorproduktes klar.

28.6.1. Der Ergebnisvektor des Vektorproduktes

a,b;—a,b, a,
dxb={a,b,—a,b,| soll mitdem Vektor d=|a,| skalar multipliziert werden.
a,b,—a,b, as

a1 (a2b3 — a3b2) + ay (a3b1 - abs ) + as (a1b2 — asb )

aiasb; — ajasb, + aasb, - ajabs + ajaszb, —azasb;
aiabs —ajazbs + aasbi —azasbs + ajasb, —asasb,
(anaz—aiaz)bs + (azas—azas)bs + (a1as —aias) b, =0

Das Skalarprodukt des Vektors a mit dem Vektorprodukt aus a und b ist 0. diese beiden
Vektoren stehen senkrecht aufeinander. Die gleiche Rechnung kann man fir den
Vektor b machen.

1. Der Vektor steht senkrecht auf den beiden Vektoren a und b, die
das Vektorprodukt gebildet haben.

28.6.2. Der Betrag des Vektorproduktes

Zur Vermeidung der Quadratwurzel soll zunachst das Quadrat des Betrages betrachtet
werden.

|axbl?=(ab,—ab,)*+(ab,—ab,)+(ab,—ab,)
nach den Binomischen Formeln ergibt sich auf der rechten Seite:

= (a,2b,>—2a,ab,b, +a,b,?) + (a,b,>-2a,a,b.b, + a’b )+ (ab,?—2a.ab.b, +a,?)

Die Klammeren sind nicht notwendig und sollen nur demonstrieren, wo die einzelnen
Ausdrucke herkommen.

= (a,b,?—2a,ab,b, +a,b,?)+(a,b>-2aabb

2h 2 2k 2
29323 1313+a1b3)+(a1b2—2aabb

2K 2
1212+a2b1)

= a’(b+b2)+az2(b?+b?)+az?(b?+b?)-2(@abb,+aabb,+ aabb,)

Bei den Quadraten der Komponenten von a fehlt jeweils ein Quadrat der Komponenten
von b und zwar jeweils dasjenige, das die gleiche Komponenten von b enthalt.

Addiert man das bei den ersten Summanden hinzu muss man es am Ende wieder
subtrahieren.
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= a12 (b32 + b22 + b12 ) + a22 (b32 + b12 + b22) + 332 (b22 + b12 + b32 )
—-2(a,abb, +aabb,+ aabhb,) -(arb?+azrb? +az?b?)

Bei den ersten drei Summanden Iasst sich die Klammer mit den Quadraten der b

Komponenten ausklammern, da sie jetzt bei allen Quadraten der a Komponenten

vorhanden sind.

Die Elemente mit negativem Vorzeichen lassen sich zu einem Binom aus drei

Komponenten zusammenfassen:

(@a+b+c)P=a2+b?2+c?+2ac+ 2bc + 2ac

= (a12 + a22 + 332) (b12 + b22 + b32) - ( a, b1 +a, b2 + a, b3 )2

Die ersten beiden Klammern enthalten das Quadrat den Betrages des Vektors a und
des Vektors b. Die Klammer nach dem Minuszeichen enthalt das Skalarprodukt des
Vektors a mit dem Vektor b. Fur dieses Skalarprodukt gibt es auch eine Formel, die die
Betrage der Vektoren benutzt:

laxbf>= [al* |b>— (]al|b| cos a )
|al* |b|*—[a|* |b]* cos® a

|al? |b]? (1 —cos? a)

|al?> |b]?sin?a

Der Schritt von der vorletzten zur letzten Zeile erfolgt auf der Grundlage des Pythagoras
der Trigonometrie: sin? a + cos®a = 1
oder fUr den Betrag des Vektorproduktes selbst:

|a X b|=|al|b|sina

28.6.3. Geometrische Interpretation des Betrages

Zwei Vektoren spannen immer ein Parallelogramm auf. Der

Flacheninhalt eines Parallelogramms berechnet sich aus

Grundseite * Hohe. Die Grundseite dieses Parallelogramms a
ware etwa der Vektor b und die Lange der Grundseite |b|. a ist A /4]
der von den Vektoren a und b eingeschlossene Winkel. Damit .

gilt fir a in dem rechtwinkligen Dreieck. b

Sin(a):|ZT| oder h = | a | sin (a) und fur den Flacheninhalt des

Parallelogramms A=|b|h=|b]| |a]sin(a)

2. Der Betrag des Vektors ist gleich dem Flacheninhalt des
Parallelogramms, das von den Vektoren a und b aufgespannt wird.

Bei der zweiten Eigenschaft entsteht das Problem, wenn man mit einem Gleichungs-
system arbeitet. Die Lésung des Gleichungssystems ist eine Parameterlésung, also
nicht eindeutig. Daraus kann man nicht auf einen festen Betrag schlieRen. Das
Gleichungssystem wirde nur ausreichen, wenn man nur die 1. Eigenschaft realisieren
will.
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Die Parallelogrammflache zwischen zwei Vektoren wird relativ selten gebraucht, die
Flache von dem Dreieck, das durch zwei Vektoren aufgespannt wird, schon haufiger.
Die Flache dieses Dreiecks ist die Halfte der Flache des Parallelogramms.

Noch interessanter ist die Berechnung der Flache eines Trapezes:

Addiert man die beiden Parallelseiten zusammen b < 0

erhalt man wieder ein Parallelogramm. Damit

kann man das Vektorprodukt von a und b+d % |a x (b+)| ¢
berechnen. Die Halfte dieser Flache ist die Flache

des Trapezes. 3 < -

Gleiches gilt fir das Drachenviereck. Bildet man von
den beiden unterschiedlichen Seiten das Vektorprodukt,
dann ist dessen Betrag der Flacheninhalt des
Drachenvierecks. In der elementaren Geometrie wird
der Flacheninhalt des Drachenvierecks Uber die beiden
Diagonalen berechnet, die meist erst bestimmt werden

mussen

Damit lassen sich alle Flachen mit Ecken (keine Kreise) Uber das Vektorprodukt
berechnen.

28.6.4. Zusammenhang zwischen Betrdagen des Skalarproduktes und des Vektorproduktes

|a ©b|=|al|b|] cosa | Betrag des Skalarproduktes

|aXb|=]|a|[b]sina| Betrag des Vektorproduktes

Addiert man die Quadrate der beiden Betrage erhalt man folgenden Ausdruck:

laXb|?+|aobl>= |al?*|bj*cos?a + |al?|b|*sin?a = |al* |b]* (cos?a + sin*a)

laxXbP+|aobP=[al*|b

Die Summe der Quadrate aus Skalarprodukt und Vektorprodukt ist gleich dem Produkte
der Quadrate aus den Betragen der beiden Vektoren. Damit ist es z.B. mdglich, den
Betrag des Vektorproduktes zu berechnen, wenn man den Betrag des Skalarproduktes
kennt.
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b1 - |G
b,/ undc=c,

a1
N
3|;b=
a b, c,

Dann versteht man unter dem Spatprodukt die reelle Zahl, die durch die

Determinante aus den drei Vektoren gebildet wird. 7 /

@xb)®c= = 4 A

a.
C
= (azbs - aabz) c, + (a3b1 - a1b3) c, +(a1b2 — azb1) Cy M

b

Definition:

Gegeben seinen drei Vektoren a = im R®

o ©
o T
o O

2 2 2

(V)
(2
(2]

[

Das Spatprodukt ist eine Zahl und kein Vektor. (Determinanten sind immer reelle
Zahlen). Das Spatprodukt entsteht aus dem Skalarprodukt eines Vektors mit einem
Vektorprodukt aus zwei anderen Vektoren. Aus dieser Zusammensetzung ergibt sich
auch die geometrische Bedeutung des Spatproduktes. Das Vektorprodukt liefert den
Flacheninhalt der Flache von a und b, gleichzeitig einen Vektor, der senkrecht zu dieser
Flache steht. Das Skalarprodukt liefert die Projektion des Vektors ¢ auch diesen
senkrechten Vektor, und damit die Hohe des Gebildes.

Das Spatprodukt liefert das Volumen des von den Vektoren
a, b und c aufgespannten Korpers.

Auch hier ist es so, dal® man das Volumen eines solchen Korpers relativ selten bendtigt,
aber einige andere Korper treten sehr oft auf und da kann man diese Beziehung nutzen.

Ein Tetraeder
Eine Pyramide, die aus drei Dreiecken besteht hat ein
Volumen von 1/6 des Volumen des Gesamtkdrpers:

V=2(aXb) ©¢

o =

Eine vierseitige Pyramide

Eine vierseitige Pyramide besteht aus einer
Rechteckgrundflache und vier Dreiecken. lhr Volumen
betragt 1/3 des Volumen des Gesamtkorpers.

V=g(aXb) ©¢

W =
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28.8. Geradengleichungen

Das Arbeiten mit Geraden ist aus dem 2-dimensionalen Koordinatensystem hinlanglich
bekannt. Was soll man aber machen, wenn man eine Gerade in einem 3-dimensionalen
Raum beschreiben soll und mit ihr rechen muss, z.B. um Schnittpunkte zu berechnen.
Es gibt fir den 3-dimensionalen Raum keine Geradengleichung. Dort sind mindestens
zwei Winkel notwendig, um die Gerade eindeutig zu bestimmen, es wirden also zwei
Faktoren m notwendig sein, die Variable y von einem dieser Anstiege abhangig ist und
die Variable z von beiden abhangig ist. Die Vektorrechnung bietet hier ein einheitliches
Konzept, mit dem man Geraden in der Ebene und Geraden im Raum nach den gleichen
Regeln behandeln kann. Aus der Koordinatengeometrie ist bekannt, dass es zwei Arten
von Geradengleichungen gibt: Die Punkt-Richtungs-Form und die Zwei-Punkte Form.
Deshalb soll mit diesen beiden auch begonnen werden.

28.8.1. Punkt-Richtungs-Form

Wie der Name schon sagt ist zur Aufstellung der Geraden ein Punkt und eine Richtung
notwendig. In der Koordinatengeometrie hat man dazu einen Punkt mit seinen
Koordinaten benutzt, z.B. P(x4,y1) und eine Richtung, die durch den Anstieg m der
Geraden gegeben war. Der Punkt kann relativ einfach tbernommen werden. Wie
bereits eingangs der Vektorrechnung geschrieben, werden Punkte des Koordinaten-
systems in der Vektorrechnung durch Ortsvektoren wiedergegeben, also Vektoren,
deren FulRpunkt im Koordinatenursprung, respektive im Ursprung des Vektorraumes
liegen und deren Spitze genau an den Koordinaten des Punktes endet. Wie bekommt
man aber die reelle Zahl m in die Vektorrechnung. Dazu soll eine kleine Skizze dienen.

In nebenstehender Darstellung
ist das m = 3/2 eingetragen. Nun
ist vom Zeichnen von Geraden
bekannt, dass man den Zahler
des Bruches in Richtung y-Achse
abtragen muss und den Nenner
von m in Richtung x-Achse. Also
entsteht im R? eine Gerade in
Vektorform indem man den
Zahler von m als x, Komponente
des Richtungsvektors schreibt
und den Nenner als x4 Kompo-
nente. Besteht m nicht aus einem
Bruch, sondern einer ganzen
Zahl, dann kann man das so
interpretieren, dass der Nenner =
1 ist und damit der Wert von m
die y-Komponente des Richtungsvektors wird und die x-Komponente wird 1 gesetzt.
Damit ist auch klar, wie man in der Ebene von der Vektorform einer Geraden zu der
ublichen Koordinatenform zurickkommen kann, indem man den Richtungsvektor in
einen Bruch umwandelt. (Beliebte Frage und Aufgabenstellung !) . Ebenso, wie das ,Xx"
in der Geradengleichung die VergroRerung oder Verkleinerung des m bewirkt, gibt es in
der Vektorrechnung eine reelle Zahl t, s, k, ... mitunter auch in griechischen
Buchstaben, die das Verlangern oder Verkurzen des Richtungsvektors bewirkt.
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Damit erhalt man die Darstellung der Punkt-Richtungs-Form in Vektorschreibweise in
folgender Form:

- — —

X=P+tr

—

P Aufpunkt:
Ortsvektor vom Koordinatenursprung zu einem
Punkt auf der Geraden.

—

N
Im Aufpunkt setzt der Richtungsvektor r an, der
durch Anderung des Streckfaktors t mit dem
Aufpunkt fur jedes t wieder einen Ortsvektor
erzeugt, dessen Endpunkt auf der Geraden liegt.

N
X (variabler) Geradenpunkt:

Ortsvektor zu einem Geradenpunkt, der durch
einen Wert fur t erzeugt wird.

28.8.2. Zwei-Punkte-Form

Ebenfalls aus der Koordinaten-
geometrie ist die die Zwei—Punkte—
Form der Geradengleichung bekannt.
Bei dieser Darstellung ist die Steigung
m der Geraden unbekannt, daflr aber
ein zweiter Punkt gegeben, Uber den
man die Steigung berechnen kann.

Das m bestimmt sich aus der Differenz
der y-Werte der beiden Punkte im
Verhaltnis zur Differenz der x-Werte der
beiden Punkte. Analog zur
geometrischen Interpretation der Punkt-
Richtungs-Gleichung wird der Zahler
des Wertes m in y-Richtung abgetragen
und der Nenner in x-Richtung. Wenn man die beiden Punkte als Ortsvektoren ansieht,
dann entsteht der Quotient m genau aus dem Verbindungsvektor der beiden Punkte P
und Q nach der bekannten Weise, einen Verbindungsvektoren aus zwei anderen zu
erzeugen, wahlt man die Differenz aus dem Endpunkt und dem Anfangspunkt und
erhalt die Vektorform:

- — - -

X=P+t(Q-P)
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- —

P, Q Aufpunkte:
Ortsvektoren vom Koordinatenursprung zu
einem Punkt auf der Geraden.

Im Aufpunkt P setzt der Richtungsvektor r an,

und bestimmt sich aus der Differenz der beiden
Ortsvektoren P und Q :
r= Q-P

_)

X (variabler) Geradenpunkt:

Ortsvektor zu einem Geradenpunkt, der durch
einen Wert fur t erzeugt wird.

28.8.3. Abstand eines Punktes von einer Geraden im R?

Hier soll zunachst nur der Abstand eines Punktes von einer Geraden in der
Ebene behandelt werden. Der Abstand eines Punktes von einer Geraden
im Raum setzt die Kenntnis von Ebenengleichungen in Vektorform voraus
und wird deshalb erst im Kapitel Ebenen behandelt.

Gegeben ist ein Punkt P, dessen Abstand zu einer
Geraden g bestimmt werden soll. Um den senkrechten
Abstand zu bestimmen bendtigt man einen Vektor, der
senkrecht zum Richtungsvektor r der Geraden ist.
Diesen Vektor setzt man in P an und sucht die Lange, P
wenn sein Ende genau auf der Geraden liegt.

¢

Problem: Wie erhalt man den senkrechten Vektor ?

Wenn in der Ebene ein Vektor mit seinen Komponenten
bekannt ist, wie hier der Richtungsvektor r, zu dem ein
senkrechter Vektor gesucht ist, vertauscht man die x4
und x, Koordinaten und andert bei einer Komponente das Vorzeichen:

r=(|r) n=-<r=(r|-r)oder (-rz| rv)

Gleichzeitig erkennt man an der Zeichnung das rechtwinklige Dreieck, und dass der
Vektor i die Ankathete des Winkels a und PA die Hypotenuse des Dreiecks ist. Damit
ist der Abstand

d = |PA| cos a
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Genau diese Formel steckt im Skalarprodukt, wenn man den senkrechten Vektor mit
einer Lange 1 benutzt, da dann der Betrag dieses senkrechten Vektors keine Rolle
spielt in der Gleichung des Skalarprodukts:

A o PA =nsPA; +n; PA; =|n| |PA| cos a

Dividiert man diese Gleichung durch |n| erhalt man den gesuchten Abstand:

||d=1/|n| noPA = n’o PA ||

Das Skalarprodukt des Verbindungsvektors des
Aufpunkts zum angegebenen Punkt P mit dem
Normaleneinheitsvektor liefert den Abstand des
Punktes.

Gleichzeitig erhalt man den Ful3punkt F dieses Lotes
auf der Geraden, wenn man die berechnete Lange d

mit dem Normaleneinheitsvektor multipliziert und zum
Punkt P addiert.

28.8.4. Koordinatendarstellung einer Geraden im R?

Es sollen hier nur Geraden in der Ebene betrachtet werden, also Vektoren, die nur zwei
Komponenten besitzen. AuRerdem soll eine Gerade in der Ebene einmal in ihrer
Vektorform und einmal in der bisher bekannten, Ublichen Koordinatendarstellung
angegeben werden.

" FUr Geraden in der Ebene existiert eine Koordinatendarstellung. "

Koordinatendarstellung Vektordarstellung

y=mx+ b (X1):(p1)+t.(a1)
Xa) \P2 3,

Eine oft auftretende Fragestellung ist, wie konnen die beiden Formen ineinander
umgewandelt werden.
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28.8.4.1. Koordinatendarstellung = Vektordarstellung

Fir die Vektordarstellung bendtigt man einen Aufpunkt und einen Richtungsvektor.
Wenn man nicht einen geeigneten Punkt der Geraden erst berechnen moéchte, kann

man auch den Schnittpunkt mit der y-Achse als Aufpunkt benutzen: r‘)z(g)

Den Richtungsvektor erhalt man aus der Steigung m : é=($*)

28.8.4.2. Vektordarstellung = Koordinatendarstellung

Fir die Koordinatendarstellung benétigt man den Anstieg m und den Schnittpunkt mit
der y — Achse, der erreicht wird, wenn x = 0 ist.

Fir den Anstieg m werden die Komponenten des Richtungsvektors benutzt: m:%
FUr den Schnittpunkt mit der y-Achse ist die Bedingung x = 0 die entscheidende
Voraussetzung. Aus dieser Bedingung resultiert aus der Vektorform folgende
Gleichung: ps +ta; =0 was zu einer Losung t = — p+/a; fuhrt. Dieser Wert fur tist in
die y-Komponente der Vektorform einzusetzen und man erhalt den Punkt fur den
x-Wert 0: b =p;+ (- p+/ai) az

28.8.5. Die Hessesche Normalform (HNF) einer Geraden im R?

Es wurde bereits mehrfach erwahnt, dass im R? zu einem Richtungsvektor nur ein
eindeutiger senkrechter Vektor existiert. Der [af3t sich zwar in seiner Richtung
umkehren, indem bei allen Komponenten das Vorzeichen geandert wird, das andert
aber nichts an seiner Richtung. Damit ist im R? eine Gerade nicht nur durch ihren
Richtungsvektor eindeutig bestimmt, sondern auch durch die Kenntnis des zum
Richtungsvektor senkrechten Vektor. Geraden in dieser Form werden als Normalform
im Sinne von ,Normalenform*“ sprich ,senkrecht und nicht im Sinne, dass das die
normale Form einer Geraden ist. Zur Herleitung der Formel wird noch einmal die
Gerade mit ihrem senkrecht zum Richtungsvektor stehenden Normalenvektor
betrachtet.

—

Der Normalenvektor n ist senkrecht zum Richtungs-
vektor ¥ . Damit ist dieser Normalenvektor aber auch
senkrecht zu jedem Differenzvektor zwischen zwei N
Punkten auf der Geraden. Das gilt insbesondere fir den A
Differenzvektor des Aufpunkts der Geraden mit jedem
anderen Ortsvektor der Geraden, da diese Differenz-
vektoren die gleiche Richtung haben, wie der Richtungs-
vektor T . Also gilt fir die Differenz eines jeden
Ortsvektors auf der Geraden mit dem Ortsvektor des
Aufpunkts:

=l

(X=A)>n=0
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Far alle Ortsvektoren, die nicht auf der Geraden liegen sind die Verbindungsvektoren
mit dem Aufpunktvektor A nicht senkrecht. damit sind die Punkte auf der Geraden
eindeutig bestimmt und das fuhrt zur Gleichung der Normalform:

‘(X—A%ﬁ:o

oder

Xon

d

Da es im R® zu einer Geraden unendlich viele senkrechte Richtung gibt, existiert im R®
eine solche Normalform fiir Geraden nicht. Es wird sich aber spater zeigen, dass im R?
eine solche Normalform fur Ebenen existiert. Als Grundsatz kann man sich folgende
Regel merken: Eine Normalform flir ein geometrisches Objekt existiert nur dann, wenn
die Dimension dieses Objektes genau um 1 kleiner ist, als die Dimension des Raums
in dem sich das Objekt befindet. Nur in diesem Fall existiert eine eindeutig senkrechte
Richtung, die die eine noch fehlende Dimension zum gesamten Raum liefert. Solche
Raume werden ganz allgemein als Hyperebene bezeichnet.

28.8.5.1. Teilung des Raums in zwei Halbrdume

Das Skalarprodukt teilt den verbleibenden Raum in zwei
Halften: In einen positiven und einen
negativen Halbraum. Dabei folgt die
Unterscheidung, welches der positive und
welches der negative Halbraum ist der
Richtung des Normalenvektors. Alle
Ortsvektoren, fur die der Differenzvektor

X—A mit dem Normalenvektor einen
Winkel von 90° einschlieRt, liegen auf der
Geraden. Dann unterscheidet sich der
Raum in Ortsvektoren, bei denen der
Winkel zwischen dem Differenzvektor und
n kleiner als 90° ist (rot eingezeichnet) und —
Ortsvektoren, bei denen der Winkel des
Differenzvektors mit dem Normalenvektor
groRer als 90° ist (blau eingezeichnet).

Negativer
Halbraum

Positiver
Halbraum

cosa=0

x|
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28.8.5.2. Orientierung des Normalenvektors und Koordinatenursprung

Wenn man das Skalarprodukt ausmultipliziert, dann liefert die Multiplikation A-ii eine
reelle Zahl, so dass man die Formel auch in der folgenden Weise schreiben kann:

Xohn—d=0 ||

Dabei ist d der Werte des Skalarproduktes Aoh .

Interessant dabei ist das Vorzeichen von d. Fur A
Abstandberechnungen wurde bereits analysiert, .
dass mit dem Normaleneinheitsvektor zu arbeiten S,
ist, damit wirklich der Abstand eines Punktes zur —

Geraden berechnet werden kann. Es soll auch /

hier das Produkt des Ortsvektors A mit dem n°
Normaleneinheitsvektor betrachtet werden. >

In nebenstehende Skizze sieht man, flr den Fall,

dass der Normalenvektor in Richtung des Y_
Nullpunktes zeigt bildet er mit einem Ortsvektor / no
auf der Geraden einen Winkel groRer als 90° .

(Verschiebung des Normalenvektors in den Ursprung und Angabe des Winkels). Zeigt

der Normalenvektor von der Geraden in die Richtung, die entgegengesetzt zum
Ursprung ist, dann ist der Winkel mit einem Ortsvektor kleiner als 90°.

Das fuhrt zu folgenden Konsequenzen:

Ist in der Gleichung Xofi—d=0 derWert fiir d groflder Null, zeigt der
Normalenvektor vom Ursprung weg, ist der Wert fuir d kleiner Null, oder
stehtdort Xon+d=0 ,dann zeigt der Normalenvektor in den
Halbraum, in dem der Ursprung liegt.

Teilt man den Wert von d durch den Betrag des Normalenvektors R,
bzw. rechnet man statt mit dem Vektor n mit dem Vektor n° , dann
gibt d den Abstand des Ursprungs von der Geraden an.

Da diese Hessesche Normalform haufig in der aufgeldosten Form

angegeben wird, heillt das: Wenn d > 0, dann zeigt der Normalenvektor vom Ursprung
weg, wenn d < 0, dann zeigt der Normalenvektor in den Halbraum, in dem der Ursprung
liegt.
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28.8.5.3. Abstandsberechnungen in der Normalenform

Wie bereits gesehen geht es bei Abstandsberechnungen immer um den senkrechten
Abstand. Fir diesen senkrechten Abstand ist die Normalenform hervorragend geeignet,
da mit dem Normalenvektor sowieso schon der senkrechte Vektor zum Richtungsvektor
in der Formel auftritt. Also musste die Normalenform doch auch gut geeignet sein, den
Abstand eines Punktes von der Geraden zu bestimmen.

Aus der normalen Berechnung des Abstandes einige
Kapitel friher wurde herausgearbeitete, dass der
Abstand d eines Punktes P von einer Geraden

n’(P-A)=d

ist. Diese Formel ist der Normalform sehr ahnlich.
Setzt man in der Normalform flir den allgemeinen
Ortsvektor X den Ortsvektor des gegebenen Punktes
ein, von dem der Abstand bestimmt werden soll, und
benutzt als Normalenvektor den Normaleneinheits-
vektor, so erhalt man Uber das Skalarprodukt den Abstand eine beliebigen Punktes P.
Far Punkte, die auf der Geraden liegen liefert das Skalarprodukt den Wert O (siehe
Geradengleichung in HNF) was auch bedeutet, dass der Abstand dieser Punkte zur
Geraden gleich 0 ist.
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28.9. Ebenengleichung

Ebenen im Raum haben die gleichen Grundeigenschaften, wie Geraden in der Ebene.
Die Dimension der Ebene im Raum ist genau wieder um 1 niedriger als die Dimension
des Raumes. Aus diesen Grunden ist die Arbeit mit Ebenen im Raum denen von
Geraden in der Ebene sehr ahnlich. Lediglich Geraden im Raum erfordern neue
Denkansatze insbesondere bei Abstandsberechnungen, da es keine eindeutigen
senkrechten Vektor zum Richtungsvektor der Geraden gibt.

28.9.1. Die Punkt-Richtungsform

Die Punkt-Richtungsform einer Ebene bedarf genau wie eine Gerade zunachst einen
Aufpunkt, von dem bekannt ist, dass er in der Ebene liegt. Im Gegensatz zur Geraden
bendtigt aber die Ebene zwei Richtungsvektoren, da die Ebene ein zweidimensionales
unendliches Gebilde ist.

- — — —

X=P+ta+sb
N
P Aufpunkt:

Ortsvektor vom Koordinatenursprung zu einem
Punkt auf der Ebene.

Im Aufpunkt setzen die Richtungsvektoren a und
b an, die durch Anderung der Streckfaktoren t
und s mit dem Aufpunkt fur jedes t und s wieder
einen Ortsvektor erzeugt, dessen Endpunkt auf
der Ebene liegt.

X (variabler) Ebenenpunkt:

Ortsvektor zu einem Ebenenpunkt, der durch einen Wert fir t und s eindeutig erzeugt
wird.

28.9.2. Die Drei-Punkte-Form

Da eine Ebene zwei Richtungsvektoren benétigt braucht man drei Punkte auf der
Ebene um zwei Richtungsvektoren zu erzeugen. Dazu kommt noch die Bedingung,
dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen dirfen (nicht kollinear sein), denn
unter diesen Bedingungen wurde es keine zwei linear unabhangigen Richtungsvektoren
geben, sondern der eine ware nur ein Vielfaches des anderen. Damit sind alle
Bedingungen fur das Erstellen einer Ebenengleichung erfllt.

- - - - - -

X=P+t(Q-P) + s(R-P)

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter



http://www.treff-lernen.de/

’ Mathematik Vektorrechnung Seite 31

—_ - —

P, Q, R Aufpunkte:
Ortsvektoren vom Koordinatenursprung z
einem Punkt auf der Ebene.

- 5 > —

\

Im Aufpunkt P setzen jeweils zwei

Richtungsvektoren an, die zum Punkt Q und

zum Punkt R verlaufen. Ortsvektoren P und & :

_)
X (variabler) Ebenenpunkt:
Ortsvektor zu einem Ebenenpunkt, der durch je einen Wert fir t und s erzeugt wird.

28.9.3. Hessesche Normalform (HNF) einer Ebene im R3

Wie bereits bei den Geraden erlautert setzt die Normalform eines vektoriellen Gebildes

einen eindeutigen Normalenvektor voraus und das ist nur moglich, wenn die Dimension

um genau 1 niedriger ist, als die Dimension des Raumes. Deshalb gibt es im Raum eine
solche Normalform nur fir die Ebene, aber nicht fur eine Gerade. Die formale Gleichung
zur Normalform einer Geraden ist nicht zu unterscheiden.

(X-PJn°=0

Der Unterschied zur Normalform der Geraden in der
Ebene besteht lediglich darin, dass bei der
Normalform der Geraden in der Ebene jeder Vektor
aus zwei Komponenten besteht und die Normalform
der Ebene im Raum hat Vektoren, die aus drei
Komponenten bestehen. Geometrisch gesprochen ist
die Aussage der Hesseschen Normalform:

Alle Verbindungsvektoren zwischen zwei Ortsvektoren, die auf der
Ebene liegen, sind senkrecht zum Normalenvektor.

Alles, was bei der Normalform der Geraden Uber die beiden Halbraume, die
Orientierung des Normalenvektors und den Abstand zum Nullpunkt geschrieben wurde,
kann hier genauso Ubernommen werden.

28.9.4. Hessesche Normalform einer Ebene in Koordinatendarstellung

Im vorherigen Kapitel !vurde die Hessesche Normalform in Vektordarstellung
angegeben: (f(_ﬁ)ono =0 . Von dieser Vektorform soll jetzt das Skalarprodukt

ausmultipliziert werden, dabei wird berucksichtigt, dass man das Skalarprodukt an dem
Minuszeichen trennen kann, da das Skalarprodukt distributiv ist:

Xon’—Pon’=0
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Wie bereits bgi der Normalform der Geraden erlautert fihrt das zu der Form:
Xon=d

wobei im Falle des Einheitsvektors von n der Wert fir d der Abstand der Ebene zum
Ursprung ist. Jetzt soll das Skalarprodukt auf der linken Seite komponentenweise
ausmultipliziert werden. Dabei werden fiir den auf der Ebene laufenden Vektor X die
Komponenten xi, Xz, X3 verwendet und fur den Normalenvektor n4, nz, n; . Damit entsteht
eine neue Gleichung der Form

||x1°n1+x2°n2+x3°n3=d ||

Diese Form wird als Koordinatenform der hesseschen Normalform bezeichnet, da an
Stelle des Vektors X die Koordinaten auftreten x1, X2, Xs .

Dazu soll ein Beispiel betrachtet werden. Eine Ubliche Form, in der Ebenen angegeben
werden ist 4x + 3y — 2z = —1, oder in der hier verwendeten Schreibweise 4xi + 3x. —
2x3 = —1. Genau diese Schreibweise stellt die Koordinatenform der Hesseschen
Normalform dar. Aus dieser Schreibweise und der Herleitung der Formel wird folgendes
sofort klar:

identisch mit einem Normalenvektor der Ebene.

Die Koeffizienten der Koordinatenschreibweise sind “

Flr das angegebene Beispiel 4x; + 3x. — 2x3 = —1 heil3t das, der Normalenvektor dieser
Ebeneist: (4| 3| - 2).

28.9.5. Umwandlung von von Ebenengleichungen

Parameterdarstellung

p1 u1 V1
E: x=|p, [+t Y| + | V2
r p3 u3 V3

LGS flirn,n,,n . |y /ny -n./n,
voenes LGS fir u,, u,, u,, v,, v,, +1 + 0
u,n,+u,n,+u,n, =
V.. 0 1
0 3
+ + =
v,n, +v,n +v, n, = n,u +n,u,+n,u, =0
0 n1v1+n2v2+n3v3—0
zBiu, = 1, u,=0 eliminieren von
v, =0;v, =1 tund rundin eine
e Gleichung umwandeln
ablesen:n 0 x=D
Normalenform -4 Koordinatendarstellung

P n1x1+n2x2+n3x3:D

(x—p)on=0

ausmultiplizieren:n o x=p ox=D

28.9.5.1. Umwandlung Parameterdarstellung in HNF

Das Problem bei Ebenen besteht darin, wie erhalt man einen Vektor, der gleichzeitig
auf zwei Vektoren senkrecht steht. Dazu sollen die beiden Richtungsvektoren wieder
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mit a und b bezeichnet werden, und der Normalenvektor mit n. Jeder Vektor besteht
aus drei Komponenten und wenn ein Vektor senkrecht zu einem anderen steht, muss
das Skalarprodukt der beiden Vektoren gleich Null sein, also das Skalarprodukt von a
und n sowie von b und n:

aing +ax;ny, +aznz=0

bini +bany +bsns =0
Dies ist ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Unbekannten, namlich
den Komponenten des Vektors n. In diesem Gleichungssystem kann man einen
Parameter beliebig wahlen, weil es unterbestimmt ist (weniger Zeilen als Variable). Das
bedeutet, dass der Normalenvektor nicht eindeutig ist, was auch geometrisch sofort
einleuchtet, da mit jedem Normalenvektor auch jede Verlangerung und Verkirzung
dieses Vektor mit den beiden anderen einen rechten Winkel bildet.

Beachte:
Die Richtung des Normalenvektors ist eindeutig,
aber nicht seine Lange !

Diese Rechnung ist mitunter etwas aufwendig und umstandlich. Es gibt einen eleganten
Weg zur Bestimmung des Normalenvektors uber das sogenannte Vektorprodukt

28.9.5.2. Umwandlung HNF in Parameterdarstellung

Dazu wird die HNF in die Koordinatendarstellung Uberfuhrt, so dass eine Ebenen-
gleichung von Typ nix1 + noXz + N3xs = d entsteht. Das ist ein Gleichung mit drei
Unbekannten (x4, X2 und x3), damit sind zwei Variable frei wahlbar und die dritte kann
bestimmt werden. Auf diese Weise erhalt man drei Punkte, die auf der Ebene liegen.
Von diesen Punkten kann man Uber die Drei-Punkte-Gleichung eine Ebene in
Parameterdarstellung erzeugen.

Eine andere Variante ist die Bestimmung eines Punktes, der auf der Ebene liegt.
Danach sind zwei Richtungsvektoren zu suchen, die senkrecht zum Normalenvektor
sind, aber nicht unbedingt senkrecht untereinander sein mussen. Fur die
Richtungsvektoren selbst gilt nur die Bedingung, dass sie nicht linear abhangig sein
durfen, also der eine Richtungsvektor kein Vielfaches des anderen sein darf. Das
erreicht man am einfachsten dadurch, dass man jeweils eine Komponente der Vektoren
gleich Null wahlt und die anderen beiden Komponenten vertauscht und bei einer das
Vorzeichen andert (s. dazu Normalenvektor einer Geraden im R;). Damit kbnnte man
aus der Koordinatengleichung folgende Richtungsvektoren gewinnen:

a=(n3 0,-n4) und b = (0, —n3, ny)
Das Skalarprodukt dieser beiden Vektoren mit dem Normalenvektor der Koordinaten-
form ist gleich Null, also stehen beide Vektoren senkrecht zum Normalenvektor.

28.9.5.3. Koordinatenform aus drei Punkten

Die Bestimmung der Koordinatenform aus drei Punkten geht normalerweise Uber die
Parameterform. Es wird aus den drei Punkten eine Ebenengleichung in Parameterform
erzeugt und die dann in die HNF umgewandelt. Es besteht aber auch die Moglichkeit
aus den drei Punkten die Koordinatenform der HNF direkt zu erstellen.

Der Ausgangspunkt sind drei Punkte P(p+,p2,p3); Q(q1,92,93) und R(r+,r2,r3), die auf der
Ebene liegen sollen.Alle drei Punkte mussen die Koordinatengleichung erfullen:
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pia +p2b +psc=d
gia +qQ2b +gsc=d
rna +nrb +rc=d
Damit entsteht ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und vier Unbekannten (a,b,
c, d). Von diesem Gleichungssystem ist ein Parameter frei wahlbar. Man entscheidet
sich fir den Wert von d und gibt dieser Variablen einen beliebigen von 0 verschiedenen
Wert. (Der Wert 1 ist nicht immer der Beste, weil damit die anderen Werte sehr
unhandliche Dezimalzahlen werden kénnen.)
Jetzt gibt es zwei Mdglichkeiten.
1. Das Gleichungssystem ist Idsbar und man erhalt fur die anderen drei
Unbekannten die notwendigen Werte.
2. Das Gleichungssystem erzeugt einen Widerspruch und ist so nicht I6sbar. In
diesem Fall ist d=0 einzusetzen und das Gleichungssystem noch einmal zu
I6sen. Dann gibt es fur die Werte a, b, c immer Losungen.

Hintergrund:

Wenn es im ersten Fall I6sbar ist, dann werden die Werte fur a, b, c dem Wert von d
angepasst, dh. jedes Vielfache der vier Werte ist auch Lésung des Gleichungssystems,
deshalb spielt es keine Rolle, welchen Wert von d man vorgibt.

Hat das Gleichungssystem einen Widerspruch, erzeugen die drei Punkte keine Ebene,
die zum Ursprung einen Abstand hat, sondern einen Ebene, die durch den Ursprung
geht. Damit muss d=0 gesetzt werden, da die Ebene zum Ursprung den Abstand 0 hat.
(Das d ist nicht der tatséchliche Abstand der Ebene von Ursprung, aber d # 0 bedeutet,
dass die Ebene vom Ursprung einen Abstand hat. Néheres dazu in den Abschnitten zur
Abstandsberechnung.)

Damit sind alle formelmafRigen Voraussetzungen geschaffen die gangigen Aufgaben-
stellungen der Vektorrechnung im dreidimensionalen Raum zu behandeln. Es wird
deshalb in den kommenden Abschnitten nicht mehr darauf hingewiesen, wie man aus
drei Punkten eine Ebenengleichung erstellt, oder wie man von einer Ebene in
Parameterdarstellung einen Normalenvektor findet, sondern nur noch, welche der
Formeln Anwendung findet.
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28.10. Spezielle Ebenen

Einige Ebenen sind besonders interessant. Dazu gehdren die Koordinatenebenen. Die
Koordinatenebenen haben markante Ebenengleichungen, aus denen dann auch
geschlossen werden kann, wie Ebenen zu den Koordinatenebenen liegen.

28.10.1. Die x4 — x, Koordinatenebene

Die Parametergleichung der Ebene

X4 [0 1 0
X,|={0|+t{0|+s {1
x,) 10/ 1o/ o

Die Richtungsvektoren sind die beiden
Basisvektoren der x4 und der x, Achse.

Die Koordinatengleichung der Ebene

X3=0

28.10.2. Die x, — x; Koordinatenebene

Die Parametergleichung der Ebene

X4 0 0 0
X, |=[0]+t|1]+s0
X,| \0 0 1

Die Richtungsvektoren sind die beiden
Basisvektoren der x; und der x, Achse.

Die Koordinatengleichung der Ebene

X1=0

28.10.3. Die x4 — x; Koordinatenebene

Die Parametergleichung der Ebene

x|\ o\ [0\ [o
x,|=|0]+t-|1]+s{0
x,| 1o/ lo] 1

Die Richtungsvektoren sind die beiden
Basisvektoren der x; und der x, Achse.

Die Koordinatengleichung der Ebene

X1=O
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28.10.4. Die parallele Ebene zu einer Koordinatenebene

Parameterdarstellung

Koordinatendarstellung

X4 P4 a, b,
X, |=[p, [t t|a, [+5°|b, ax; + bxo +cxs3=d
X3 Ps3 as b,

E || x1—x2 — Ebene: as;=0,b;=0 cxs=d

E ” X2 —X3— Ebene: a = 0, b1 =0 axqs = d

E ” X1 —X3— Ebene: a = 0, b2 =0 sz =d

Bei Ebenen, die parallel zu Koordinatenebenen sind, sind bei den Richtungsvektoren
jeweils eine Komponente Null. In der Koordinatendarstellung tritt nur eine Koordinate
auf, da nur mit einer Koordinaten ein Achsenschnittpunkt entsteht.

E || x1—x2 — Ebene:

E || x2—xs— Ebene:

E || x1—x3— Ebene:

www.treff-lernen.de
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«# Keine Spurgerade mit der parallelen Ebene.

Spurgeraden parallel zu den Achsen
Keine Spurpunkte mit den Achsen der parallelen Ebene, deshalb nur einen Spurpunkt
Ebene senkrecht zu zwei Koordinatenebenen

Die Komponente der Richtungsvektoren der nicht parallelen Achse ist 0

v ¥ ¢ ¢ %

Normalenvektor hat nur eine von 0 verschiedene Komponente
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28.10.5. Die parallele Ebene zu einer Koordinatenachse

Parameterdarstellung

Koordinatendarstellung

X1\ [P a4 b,
X, |=[p, [t t|a, [+5°|b, ax; + bxo +cxs3=d
X3/ \P3 as b,

E ” X1 — Achse: a» bs=as b, bxs +cxs3 =d

E ” X, — Achse: ai bs = as by axi+cxs=d

E ” X3 — Achse: a-bi=a; b, axs +bx, =d

E || x1 — Achse:

E || xo— Achse:

E || xs — Achse:

« Zwei Spurgeraden parallel zur parallelen Achse

v

Kein Spurpunkt mit der parallelen Achse

+ Normalenvektor hat keine Komponente der parallelen Achse, parallel zur Koordinatenebene der

anderen beiden Achsen.
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28.10.6. Spurgeraden

Wenn Ebenen Koordinatenebenen schneiden hinterlassen sie dort sogenannte
Spurgeraden. Spurgeraden eignen sich gut, um Ebenen in ein dreidimensionales
Koordinatensystem einzuzeichnen. Beim Schneiden von Koordinatenebene ist ein
markantes Merkmal, dass der Wert einer Koordinatenachse gleich Null ist. (Bei der x4-x;
Koordinatenebene ist der Wert x3 = 0) Aus dieser Eigenschaft leitet sich die Bedingung
fur die Berechnung der Spurgeraden ab.

Parameterdarstellung

Koordinatendarstellung

Xi) [Py a, b,
X, |=|p, [T t{a, [8°(b,
X3] \Ps3 as b,

axs+ bxs +cxs=d

X1—Xo2 — Ebene: x3=0

X3=0=ps+tus+svs

x3s=0:ax; +bx,=d

X2—X3— Ebene: x; =0

X1 =0=ps+tus +svy

X1 =0:bxs +cxs=d

X1—X3— Ebene: xo =0

X2=0=pa+tuz+sv;

X2 =0:axs +cx3=d

Bei Ebenendarstellungen in Parameterdarstellung entsteht aus der Bedingung, dass
eine Koordinatenachse Null sein muss eine Bedingung fur diese Komponente. Damit
entsteht eine Gleichung mit zwei Unbekannten t und s. Diese Gleichung ist nach einer
der beiden Variablen aufzuldsen und in die Ebenengleichung einzusetzen. Es entsteht
eine Vektorgleichung mit einem Parameter, die eine Geradengleichung darstellt.

Bei Ebenengleichungen in Koordinatendarstellung entfallt einer der drei Summanden
einer Koordinatendarstellung. Es entstehen Koordinatendarstellung von Geraden, die
es im dreidimensionalen Raum nicht gibt, das aber deshalb, weil diese Geraden jetzt
nicht im Raum, sondern in der Ebenen liegen und da gibt es Koordinatendarstellungen
fur Geraden.

Nicht jede Ebene hinterlasst auf allen Koordinatenebenen Spurgeraden. Ebenen, die
parallel zu Koordinatenebenen liegen haben nur auf zwei Koordinatenebenen
Spurgeraden. Das gleiche trifft flir Ebenen zu, die parallel zu Koordinatenachsen sind.
Dazu gibt es in den vorhergehenden Kapiteln Ausfihrungen.

| Beispiel: Ebene in Koordinatenform

E:f X, +2x, +2x,— 4 =0 E,: x, +4Kx, -19=0
X, +2X, +2x,= 4 X, +4x, =19

X

X —1 o+ — =
1+ 19 1

4

TS
+

N X
I
-_—

N [ ]e<

Die Ebenen wurden umgeschrieben in die Achsenabschnittsform durch Division mit der
rechten Seite der Gleichung und Umwandeln verbleibender Faktoren vor den x Koor-
dinaten in einen Doppelbruch im Nenner. Die Werte im Nenner stellen den Achsen-
schnittpunkt der Ebene mit der Achse dar, die uber dem Bruchstrich steht.
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Spurpunkte Ebene 1: P4(4/0/0); P»(01210); P3(0/0/2)
Ebene 2: P1(19/0/0); P»(014,75l10); P5 existiert nicht

Spurgeraden in Koordinatenform

Spurgerade in x1— X, Koordinatenebene: x; = 0

X X X

24 22 =1 X —2_ =

4 2 19 19 1
2

Spurgerade in x1— X3 Koordinatenebene: x; = 0

X

+ =1 —21- =1 (Parallele zur x_,-Achse)
19 ’

B x
'\’L.?‘

Spurgerade in x.— X3 Koordinatenebene: x; = 0

+ 2_3 =1 =1 (Parallele zur x,-Achse)

X
Alx

2
9

TS
N

Beispiel: Ebene in Parameterform

|1 -5 3
E: x=|0tu|6+tvVv 2
-1 2 -8

Spurgerade in x1— X, Koordinatenebene: x; = 0

Das fuhrt zu einer Bedingungsgleichung flr die dritte Komponente:
-1+2u-8v=0
mit der Losung: u =2 + 4v. Dieser Wert ist fUr u in die Ebenengleichung einzusetzen:

E: x=| g |+(%2+4v) |6 +Vv | 2
2 -

-1
Damit entsteht ein geometrisches Gebilde mit einem skalaren Faktor, also eine Gerade.

. [1—5/2} 20+3
g: x=]0+3 |+Vv | 24+2
=1+1 8-8
— |-3/2 =17
g:x=| 3 +v {26}
[0} 0

@ Die Gerade liegt in der x1 — x. Ebene (xs Komponente ist 0)

@ Der Aufpunkt liegt auf der Ebene (u =" v=0)

@ Der Richtungsvektor ist eine Linearkombination der beiden Richtungsvektoren
der Ebene (u=4,v=1):

Damit handelt es sich eindeutig um die Spurgerade.
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28.10.7. Spurpunkte von Ebenen

Wie bei Koordinatenebenen hinterlassen Ebenen auch bei Koordinatenachsen Schnitt-
punkte. Schnittpunkte mit Koordinatenachsen sind dadurch gekennzeichnet, dass die
Werte von zwei Koordinatenachsen Null sind. Daraus resultieren die Bedingungen fur
ihre Berechnung.

Parameterdarstellung Koordinatendarstellung
Xg) [Py a, b,
X5 || P2 +t a, [+S:|b, axq + bx, + CX3 = d
X3/ \Ps as b,
X1— Achse: X, = x3=0 X2=0=p2+tu+sv X2 =X3=0:axs=d
X3=0=ps+tus+sv;
X2 — Achse: x1 = x3 =0 X1 =0=ps+tus+svy X1 =X3=0:bx,=d
Xs=0=ps+tus+sv;
Xs— Achse: X1 =%, =0 X1 =0=ps+tus+svy X1=x2=0:cxz3=d
X2=O=p2+tU2+SV2

FUr Ebenengleichungen in Parameterdarstellung entsteht aus der Bedingung ein
Gleichungssystem von zwei Gleichungen und zwei Variablen, das eine eindeutige
Lésung hat, wenn die Ebenen nicht parallel zu einer Koordinatenebene ist. Aus der
eindeutigen Lésung folgt fur die dritte Koordinaten, die nicht Null ist, ein eindeutiger
Schnittpunkt.

Bei Ebenengleichungen in Koordinatenform entsteht durch die Bedingung eine sehr
rudimentare Gleichung, die den Wert des Achsenschnittpunktes unmittelbar berechnen
l&sst.

Fur die Spezialfalle von Ebenen, die parallel zu Koordinatenebenen oder — achsen sind,
sind in dem jeweiligen Kapitel Ausfihrungen dazu gemacht.
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28.11. Punktabstand und Projektion

Um geometrisch besser zu verstehen, was damit eigentlich berechnet wird, ist noch
etwas Theorie zum Vektorraum notwendig. Man kann einen Vektorraum in Unterraume
zerlegen, die rechtwinklig aufeinander stehen. Das benutzt man bereits bei der Kompo-
nentendarstellung eines Vektors. Man zerlegt damit einen Vektor in die drei Anteile der
Koordinatenachsen, die rechtwinklig aufeinander stehen.

Fir die Betrachtungen in diesem Kapitel ist es nur wichtig, dal® man den Vektorraum in
zwei Teilrdume zerlegt, namlich in den Vektorraum, den das Objekt beschriebt und den
dazu senkrechten Vektorraum. In den hier betrachteten Fallen heif3t das, ist das Objekt
eine Ebene zerlegt man den Rum in diese Ebene und einer dazu senkrechten Geraden.
Ist das Objekt eine Gerade, zerlegt man den Raum in diese Gerade und eine
zugehdrige senkrechte Ebene. Damit lassen sich alle Vektoren des dreidimensionalen
Raumes in solche Teilrdume zerlegen. Gleichzeitig haben Vektoren des urspriinglichen
Raumes keinen Anteil im senkrechten Raum und umgekehrt. Die beiden Raume sind
durchschnittsfremd. Andererseits kann man jeden beliebigen Vektor des gesamten
Raumes eindeutig in zwei Teile zerlegen, bei dem der eine Teil dem Teilraum selbst
angehort und der andere Teil dem dazu senkrechten Raum.

Was bringt das fur dieses Thema ?

Betrachtet man einen beliebigen Vektor, so ist die Projektion dieses Vektors auf einen
Unterraum der Anteil des Vektors bei der Zerlegung in den Unterraum und seinen
orthogonalen Unterraum.

Andererseits ist der Abstand des Vektors (Endpunkt des Vektors) zum Unterraum der
Anteil des Vektors im orthogonalen Unterraum.

Der orthogonale Unterraum einer Geraden ist eine Ebene, der orthogonale Unterraum
einer Ebene ist eine Gerade. Der orthogonale Unterraum einer Geraden ist nicht wieder
eine Gerade, weil sich dann nicht alle Vektoren des gesamten Raumes darstellen
lassen wurden. Die Summe der Dimension des Unterraumes und des orthogonalen
Unterraumes muf} immer die Dimension des Gesamtraumes sein.

Fir den Abstand zu einer Geraden liegt der Abstandsvektor immer in einer senkrechten
Ebene, flr den Abstand zu einer Ebene liegt der Abstandsvektor immer in einer
Geraden. Die Lange des jeweiligen Anteils ist der Abstand zum angegeben Objekt.

Schluf¥folgerungen:

Abstandsberechnungen zu Geraden oder Ebenen sind immer Zerlegungen eines
Vektors in den Anteil des urspringlichen Objektes und des Anteils des orthogonalen
Objektes. Der Anteil des urspringlichen Objektes ist die Projektion auf dieses Objekt,
der Anteil des orthogonalen Objektes ist der Abstand zu diesem Obijekt.

Damit ist Abstandsberechnung zu einer Geraden oder zu einer Ebene das gleiche,
worauf es ankommt ist: Wie finde ich diese Zerlegung.

Projektionen auf den einen oder anderen Unterraum sind immer Aufgaben des
Skalarprodukts.
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28.11.1. Der Abstand, Lotvektor, FuBpunkt von einem Punkt zu einer Geraden

Fir eine Gerade im Raum ist nur eine Parameterdarstellung moglich, deshalb braucht
man auch nur diese eine Darstellungsform betrachten. Das Problem der Geraden im
Raum ist, dass es nicht nur eine senkrechte Richtung zu dieser Geraden gibt und dass
man genau die senkrechte Richtung bendtigt, die von dem vorgegebenen Punkt
senkrecht auf die Gerade ftrifft.

Dazu soll die nebenstehende Abbildung
betrachtet werden

(Vektoren sind als Fraktur-Buchstaben
dargestellt):

Es gibt eine Gerade g und einen Punkt P,
der durch seinen Ortsvektor Xp
gegeben ist.

« Zu dieser Geraden existiert
eindeutig eine Ebenen & fur die
der Richtungsvektor der Geraden
g (= a ) der Normalenvektor n
der Ebene ist.

* Gesucht ist jetzt die Ebene, die so
verschoben ist, dass der Punkt P
in dieser Ebene liegt.

* Von dieser Ebene ist der
DurchstoBpunkt der Geraden durch diese Ebene zu bestimmen ( X ). Dieser
Punkt ist gleichzeitig Fullpunkt des Lotes auf die Gerade.

« Der Abstand von P zu X: ist der Abstand des Punktes P von der Geraden.

Diesen Weg gilt es umzusetzen. Dabei ist noch festzustellen:
« Der Vektor d ist senkrecht zu @ und auch zu n, da beide Vektoren identisch
sind.
* nach der geometrischen Interpretation des Skalarproduktes ist das Skalarprodukt

von X,—X, mit dem Einheitsvektor ¢° der Abstand von P zur Geraden.

Die zentrale Fragestellung ist die Berechnung des Faktor tr zu Bestimmung des
Durchsto3punkts der Geraden durch die Ebene.

28.11.1.1. Berechnen des LotfuBpunktes als DurchstoRpunkt

Der DurchstolRpunkt der Geraden ist auf zwei Wegen erreichbar. Zum Ersten Uber den
Punkt P und dem Differenzvektor d, zum zweiten Uber die Gerade mit einem geeigneten
Parameter tr :

X, +d=X,+ t-a
Bildet man jetzt auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit dem Vektor a und
bertcksichtigt, dass das Skalarprodukt von a mit d gleiche Null ist, erhalt man:
(ip_io)oa: tal”
Da |a|? eine reelle Zahl ist, kann man durch diesen Wert dividieren und erhalt aus den
bekannten GréRen den Wert fur tr:
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(ip_ io)oa
Ell
Damit ist der Parameter fur tr gefunden und der DurchstoRpunkt kann berechnet
werden. Der DurchstoBpunkt ist der LotfulRpunkt des Punktes P auf die Gerade.

:tF

X Xy + —————
- Ell

Uber diesen DurchstoBpunkt und dem Punkt P ist der Differenzvektor und damit der
Abstand von P zur Geraden berechenbar. Der Differenzvektor ist der Lotvektor des
Punktes P auf die Gerade, die Lange des Lotvektors ist der Abstand.

28.11.1.2. Berechnung uber Koordinatengleichung der Ebene

Von der gesuchten Ebene ist der Richtungsvektor der Geraden der zugehdrige
Normalenvektor. Damit kann mit Hilfe des Richtungsvektors die Koordinatengleichung
der Ebene aufgestellt werden:

Xia1+ Xoa: + Xsaz3=d
Dabei sind a1, a; und a; bekannt, die x-Komponenten die Koordinaten eines Punktes
auf der Ebene und noch unbekannt der Wert d. Da aber der Punkt P auf dieser Ebene
liegen muss, kann man die Koordinaten von P in diese Gleichung einsetzen und erhalt
somit das notwendige d. Die Berechnung dieses Wertes d spiegelt genau die
Verschiebung der Ebene in den Punkt P wider.
Damit ist die Ebenengleichung eindeutig bestimmt. Jetzt bleibt es nur noch, den
DurchstoBpunkt zu berechnen. Dazu benutzt man ein Gleichungssystem, dass im
Abschnitt DurchstoRpunkt Ebene-Gerade ausflhrlich behandelt wird.

28.11.1.3. Berechnen des FuBpunktes als Projektion

Der Wert im Zahler ist die Projektion des Vektors
X,—X, auf den Richtungsvektor @ (Skalarprodukt).
Damit erhalt man einen Vektor vom Aufpunkt )?0
zum DurchstoRBpunkt X

Damit bilden der Stiitzvektor X, eine
geeignete Verlangerung des Richtunﬂgs—
vektors a und der Abstandsvektor d ein

rechtwinkliges Dreieck. >
Projiziert man den Verbindungsvektor X;—X, auf
den Einheitsvektor des Richtungsvektors 3° , erhalt

man den Abstand des FulRpunktes vomﬁStUtzvektor .
X, und damit den Faktor t;, um von X, zum FulRpunkt Xg zu gelangen.

(X, —Xo)y = Xe— Xo=ty-a
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Der Vektor als Index auf der linken Seite soll die Projektion auf den Vektor a

darstellen.

FUr die Projektionslange ist jeweils das Skalarprodukt mit dem Einheitsvektor zu bilden,
auf den Projiziert wird, in diesem Fall also ip—io auf den Einheitsvektor in Richtung a.
Damit erhalt man die Projektionslange. Multipliziert man diese Lange wieder mit dem
Einheitsvektor, erhalt man den Verbindungsvektor in der gesuchten Lange:

X~ Ko )y = Xe— X y=(Xp—X, )0 3°)3°
( O)a F 0 ( P 0)

oder aufgeldst nach  X:

X, = X, + ((Xo—%,)0a°)@°

Damit erhalt man fur den FuRpunkt die gleiche Gleichung wie unter 28.11.1.1. , wenn
man bedenkt, daR dort die Division durch [a|*> nur dazu dient, dafl von den beiden
Vektoren a jeweils die Einheitsvektoren [a|® benutzt werden.

28.11.1.4. Berechnung uber Differenzialrechnung

Den Abstand eines Punktes von einer Geraden kann man auch so interpretieren: Man
verbindet alle Punkte der Geraden mit dem Punkt, zu dem der Abstand bestimmt
werden soll und dann sucht man den kleinsten Abstand. Der Abstand zweier Punkte im
Raum ist formelmalig sehr einfach zu erfassen:

d(p;X) = '\/(p1 - X1)2 + (pz - Xz)2 + (p3 - XS)Z

In diese Formel sind fur p die Koordinaten des Punktes P und fur x die Komponenten
der Geradengleichung einzusetzen, was dann zu folgender Gleichung fuhrt:

d(p,X) = \/(p1 - (X01+ t a1))2 * (pz - (X02+ t az))z * (p3 - (X03+ t a3))2

Dabei sind die Komponenten xo1 die Komponenten des Aufpunktes und die Komponen-
ten a; die Komponenten des Richtungsvektors. Als Ergebnis ist eine Funktion in dem
Parameter t entstanden. Von dieser Funktion ist die erste Ableitung nach t zu bilden und
diese dann Null zu setzen. Der so errechnete Wert von t liefert den Parameter
desjenigen Punktes, der zum Punkt P den geringsten Abstand hat.

d(p;X):\/(ip_(io+t'é))zz\/(<ip_io)+t'é)z

Ausmultipliziert nach binomischer Formel ergibt:
d(p;X):\/(fp_io)2+2't'<fp_io)5+t2'(5)2

Far das Nullsetzen der Ableitung ist nur der Zahler der Ableitung zustandig, damit fallt

der Wurzelausdruck flir diese Berechnung weg. Ausschlaggebend ist die innere
Ableitung der Wurzel:

Lost man die Gleichung nach t auf, erhalt man wieder: (XPF'(ZO)Oa =t
a
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28.11.1.5. Bestimmung der senkrechten Schnittgeraden

Analog zu den Uberlegung von 4 und 5 kann man
auch folgende Uberlegung anstellen. Es werden alle
Geraden zwischen dem Punkt P und einem
Geradenpunkt aufgestellt. Alle diese Geraden liegen
zwangslaufig in einer Ebene (s. Losungsweg 4). Von
allen diesen Geradengleichungen ist diejenige zu
suchen, deren Richtungsvektor senkrecht zur
vorgegebenen Geraden ist.

X=Xp+t (ip—(x0+s r))

Der Richtungsvektor dieser Geraden soll senkrecht zum Richtungsvektor der Aus-
gangsgeraden sein.

(ip—(i0+s~F))oF: 0
Dieses Skalarprodukt liefert eine Gleichung in s.
()?P—)'(’o)of+s'FoF:O
(%o Ro)o F
[Ff

die bereits aus den vergangenen Abschnitte bekannte Formel.

S=

FUr dieses s ist der Richtungsvektor ip—(io+ S'F)

senkrecht zum Vektor ¥ und damit der gesuchte Abstandsvektor von P zur Geraden g.

28.11.1.6. Abstandberechnung Uber zweimal senkrechte Vektoren

Beim berechnen des Abstandes eines Punktes von einer Geraden bendtigt man den
senkrechten Abstand von der Geraden und zwar den, der in Richtung des Punktes
geht. Da es aber bei einer Geraden im Raum unendlich viele senkrechte Vektoren gibt
besteht das Problem im Herausfinden dieser einen notwendigen Richtung. Im
Lésungsweg 1 wurde das Problem dadurch gelést, dass man eine zur Geraden
senkrechte Ebene konstruiert hat, die auf3erdem durch den gegebenen Punkt verlauft.
Mit dem DurchstoRpunkt der Geraden hat man auf dieser Ebene den Abstand der
beiden Punkte gefunden.

Hier soll eine weitere Mdglichkeit gegeben
werden, wie man den Abstand eines
Punktes zu einer Geraden bestimmen
kann. Diese Methode ist besonders bei
Spiegelungen nutzlich.

Wenn eine Gerade g gegeben ist und ein
Punkt P, der nicht auf der Geraden liegt,
dann kann man die Gerade und den Punkt
in eine gemeinsame Ebene legen. Dazu benutzt man den Richtungsvektor

a der
Geraden und den Verbindungsvektor des Aufpunkts der Geraden mit Punkt P I?’—)?O )
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Zu dieser Ebene lasst sich ein Normalenvektor n bestimmen, der senkrecht auf dieser
Ebene steht. Jetzt lasst sich zu dem Vektor n und dem Richtungsvektor a ebenfalls
ein senkrechter Vektor finden. Welche Eigenschaften hat dieser Vektor:
1. Der Vektor ist senkrecht zu n und ist deshalb ein Richtungsvektor der Ebene.
2. Der Vektor ist senkrecht zu a und gibt deshalb genau die Richtung des
senkrechten Abstandes zu g in der Ebene mit P an.
(In der Zeichnung rot eingezeichnet)
Jetzt lasst sich eine Gerade gL in der Ebene bestimmen, flr die dieser Vektor
Richtungsvektor ist und die durch den Punkt P geht. Diese Gerade steht senkrecht zur
Geraden g und hat mit dieser einen Schnittpunkt. Dieser Schnittpunkt ist der FulRpunkt
des Lotes von P auf die Gerade g. Die Lange dieses Lotvektors ist der Abstand des
Punktes P zur Geraden g.
Tragt man den Abstand von P zu diesem FuBpunkt auf der anderen Seite der Geraden
g"ab, erhalt man den Spiegelpunkt zu P.
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28.11.2. Der Abstand, Lotvektor, FuBpunkt von einem Punkt zu einer Ebene

Bei der Abstandsberechnung erfolgt immer die Projektion eines Differenzvektors
zwischen bekannten Punkten auf den Normalenvektor. Die Projektion liefert das
Skalarprodukt. Wenn der Vektor, auf den projiziert wird, ein Einheitsvektor ist, dann
liefert die Projektion die Lange des Abstandes. Dieser Zusammenhang wird ausflhrlich
im Abschnitt zum Skalarprodukt 5.3. erlautert.
Ausgangspunkt ist die Ebenengleichung in Normalform: R

(X —X,)on’=0
Gleichzeitig soll hier schon der Normaleneinheitsvektor eingesetzt werden. Andernfalls
ist durch den Betrag des Vektors n zu dividieren.
Jetzt wird fiir den variablen Vektor X in der Ebenengleichung der Ortsvektor Xp des
Punktes eingesetzt, fur den der Abstand berechnet werden soll. Damit erhalt man
folgende Gleichung:

(Xp—X,)on’=d
Genau dieses Skalarprodukt liefert die Projektion des Differenzvektors (X} - io) auf
den Normaleneinheit§vektor und damit den Abstand d des Punktes von der Ebene. Soll
der Abstandsvektor d bestimmt werden, ist der berechnete Abstand mit dem Norma-
leneinheitsvektor r;o zu multiplizieren. Dabei ist aber zu beachten, dass der berechnete
Abstand mit dem aus dem Skalarprodukt entstanden Vorzeichen zu benutzen ist, da
das Vorzeichen in Abhangigkeit der Richtung von ;0 entsteht und die Seite der Ebene

bestimmt,in der der Punkt liegt. Auf der Seite, in die der Normalenvektor zeigt, oder auf
der anderen Seite.

Gleichzeitig entsteht aus (ip + a) der FulRpunkt des Lotes von P auf die Ebene.

28.11.2.1. Losungsweg 2: Abstandsberechnung ohne Fupunkt

Soll nur der Abstand berechnet werden, kann man sich mit der Koordinatenform auch
einen einfacheren Weg suchen. Alle Abstandsberechnungen bendtigen den
senkrechten Abstand und damit die Richtung des Normalenvektors der Ebene. Deshalb
ist der Ausgangspunkt die Koordinatendarstellung der Ebene.

axi1 +bxo+cxs=d
Man konnte die Gleichung auch umschreiben in die Form

axi+bxo+cxs—d=0
Die Gleichung gilt fur alle Punkte auf der Ebene. Fir alle Punkte, die nicht auf der
Ebene liegen wird ein anderer Wert als 0 herauskommen. Aulderdem ist bekannt, dass
die Koordinaten a,b,c die Komponenten des Normalenvektors sind und, dass die
Koordinatendarstellung ein Skalarprodukt ist. Damit handelt es sich hier um die
Projektion des Vektors (x1,X2,X3) auf den Vektor (a,b,c). Wenn der Vektor, auf den
projiziert wird eine Einheitsvektor ist, dann stellt das Skalarprodukt den senkrechten
Abstand dar (s. dazu Erklarungen zum Skalarprodukt). Damit ist in diesem Fall der
Vektor (a,b c) zum Einheitsvektor zu machen. Der Betrag dieses Vektors ist:

Va®+b?+c? . Damit ist die linke Seiten der Gleichung durch den Wurzelausdruck zu

dividieren.

a X, + b X,+ ¢ X d =0
X, X, . _
val+b%+c? ' Va?+bi+c?

Va?+b?+c® P Ja?+bi+c?
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Diese Gleichung gilt fur alle Punkte (x1,X2,X3) auf der Ebene. Fur alle anderen Punkte,
die nicht auf der Ebene liegen ist der von 0 verschiedene Wert der Abstand des
Punktes von der Ebene.

28.11.2.2. Der Abstand des Ursprungs von der Ebene

Setzt man nun auf der linken Seite fur den Punkt, von dem man den Abstand
berechnen soll den Ursprung ein, kommt auf der rechten Seite der Abstand des
Ursprungs heraus:

—d
Damit ist nicht d der Abstand zu Ursprung, sondern der auf den Einheitsvektor
normierte Wert von d. Ob der tatsachlich berechnete Wert positiv oder negativ ist, hangt

davon ab, ob der Ursprung auf der Seite der Ebenen liegt, in die der Normalenvektor
zeigt, oder auf der anderen.
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28.12. Lagebeziehung zu Geraden im Raum

Zwei Geraden in der Ebene haben drei verschiedene Mdglichkeiten zueinander zu
liegen: Sie sind identisch, parallel oder schneiden sich. Fur Geraden im Raum gibt es
noch eine vierte Mdglichkeit: sie sind windschief. darunter ist zu verstehen, dass sie
nicht parallel sind, aber auch keinen Schnittpunkt besitzen. Eine Eigenschaft, die in der
Ebene nicht moglich ist.

Es stellt sich nun die Frage, wie kann man diese Eigenschaften bestimmen. Dazu
benutzt man ein zweistufiges Schema, die Geraden zu untersuchen. Als erstes
untersucht man, ob die Geraden parallel/identisch sind oder nicht, wenn sie das nicht
sind, kdnnen sie nur noch windschief sein oder einen Schnittpunkt haben. Fur diese
Untersuchung ist das Vorgehen nach folgendem Schema hilfreich:

Die beiden Geraden liegen in Parameterform vor.

" 1. Frage: Sind die Richtungsvektoren linear abhangig "

Bei zwei Vektoren ist das nur dann der Fall, wenn ein Vektor ein Vielfaches des
anderen Vektors ist.
Ist diese Frage mit Ja zu beantworten dann ist als nachstes zu klaren:

" Frage 2a: Sind die Geraden parallel oder identisch. "

Die Parallelitat ist bereits bewiesen. Um zu beweisen, ob die Geraden identisch
sind muss man nachweisen ob der Aufpunkt der Geraden 2 auch auf der
Geraden 1 liegt, oder ob der Aufpunkt der Geraden 1 auch auf der Geraden 2
liegt. Um das nachzuweisen ist die Losung eines Gleichungssystems
notwendig.

Xp, = Xp, + t-@,
oder

Xpy = Xp, + $°@,
Wenn es fur dieses Gleichungssystem eine Losung gibt, sind die Geraden
identisch, sonst sind sie nur parallel. Es handelt sich dabei jeweils um drei
Gleichungen mit einer Unbekannten. Es reicht also eine Zeile aus dem
Gleichungssystem zu betrachten und einen Wert t oder s zu berechnen. Sind
fur diesen Wert t oder s auch die anderen Zeilen gultig, dann sind die Geraden

identisch.
Ist die erste Frage mit Nein zu beantworten, dann ist als nachstes zu klaren:

Frage 2b: Haben die Geraden einen Schnittpunkt oder
sind sie windschief.
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Die Beantwortung dieser Frage flihrt ebenfalls zu einem Gleichungssystem.
Xp, + t-a,= Xp, + s-a,

Dieses Gleichungssystem berechnet einen eventuellen Schnittpunkt. Gibt es fur
dieses Gleichungssystem eine Losung, dann haben die beiden Geraden einen
Schnittpunkt. Dabei handelt es sich hier um ein System mit drei Gleichungen
und zwei Unbekannten. Auch hier kénnte man zwei Gleichungen auswahlen
und die Parameter t und s berechnen. Erfullen diese Parameter auch die dritte
Gleichung, dann existiert ein Schnittpunkt, sonst sind sie windschief.

Ubersicht:
—_ —> — —_ —> — — — _— —>
g,: x=P +tu mitu#0 g,: x=Q+s v mit v#0

u, v linear abhangig ?

/ \in
ja
Peg,?
— —

. 2 — —
_)Ll(—:gtPa_u)chauf_g)z._) P+tu=Q+s v

g,: P=Q+s v mit v#0 . . .
2 Gibt es einen Schnittpunkt
Punktprobe; Gleichungssystem mit 3 Lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 2
Gleichungen und 1 Unbekannten. Fiir alle 3 Unbekannten. Das Ergebnis ist nicht der Schnittpunkt,
Komponenten von P muss das gleiche s gelten. sondern die Parameter fiir die Geradengleichung zur

Bestimmung des Schnittpunktes.
ja nein
hat eine hat keine
Lésung Lésung
89,79,

g, [l 9,

. 9, %9, . g, und g, schneiden g, und g, sind
Geraden sind Gerdden’sind sich in einem Punkt windschief
identisch parallel

Wahrend die Entscheidung Uber parallele oder identische Geraden relativ einfach zu
finden ist, ist die Entscheidung zwischen windschief und Schnittpunkt zumindest
rechnerisch aufwendiger. Mit Hilfe des GTR kann man dafur ein spezielles Gleichungs-
system nutzen. Wenn sich die Geraden schneiden, dann bilden sie auch eine Ebene.
Damit liegen die beiden Richtungsvektoren und der Verbindungsvektor der beiden
Aufpunkte(!) in dieser Ebene. Damit reduziert sich die Frage nach dem Schnittpunkt auf
die Frage: Sind die beiden Richtungsvektoren und der Verbindungsvektor zwischen den
beiden Aufpunkten linear abhangig oder nicht. Die Frage wird mit einem Gleichungs-
system entschieden. Die ersten beiden Spalten des Gleichungssystems sind die beiden
Richtungsvektoren, die dritte Spalte der Differenzvektor der Aufpunkte. Die rechte Seite
besteht aus 0.

u, vqi P1—ay 0
u, v, p,—0q,|°X=(0
U, V3 P;—ds
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Ist dieses Gleichungssystem eindeutig I6sbar, dann gibt es nur die Null-Ldsung, also
sind die Vektoren linear unabhangig, es gibt keinen Schnittpunkt, die Geraden sind
windschief. Ist die letzte Zeile komplett O, gibt es eine von 0 verschiedene Lésung, die
Vektoren sind linear abhangig, die Geraden haben einen Schnittpunkt.

28.12.1. Schnittpunkt zweier Geraden

Wenn zwei Geraden im Raum nicht parallel sind, stellt sich die frage: Schneiden sie
sich, oder sind sie windschief. Da man grundsatzlich nicht nachweisen kann, ob zwei
Geraden windschief sind, muss man die beiden geraden auf einen Schnittpunkt
untersuchen. Gibt es einen solchen Schnittpunkt, dann schneiden sie sich, gibt es einen
solchen Schnittpunkt nicht, sind sie windschief. Damit beginnt die Untersuchung immer
mit der Berechnung des Schnittpunktes. Da Geraden im R3 nur eine Parameterdar-
stellung besitzen, ist es nur nétig den Fall zu untersuchen, in dem beide Geraden in
Parameterdarstellung gegeben sind.

Die Schnittpunktberechnung heild wieder: der gesuchte Punkt muss beide Geraden-
gleichungen erfillen. 3 — X, + t-a,

X = Xp, + @,
Damit fuhrt die Aufgabestellung zu einem Gleichungssystem, in dem die beiden
Geradengleichungen gleich gesetzt werden:

Xp, + t-d, = Xp, + s-a,

Es entsteht ein Gleichungssystem von drei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Fur
dieses Gleichungssystem ist eine Losung gesucht. das Gleichungssystem muss nicht
unbedingt |6sbar sein, es kann bei der Losung ein Widerspruch entstehen, der
gleichbedeutend damit ist, dass die Geraden sich nicht schneiden, sondern windschief
sind.

| Beispiel |

o |7 -7 _, |18 3
g,:x=|1|+s |1 g,:x= 9 +t|-10
8 -3 11 3

Aus den Richtungsvektoren ist schnell zu erkennen, dass sie nicht parallel sind, und
das deshalb die Prufung eines Schnittpunktes durchzufuhren ist. Dazu sind die beiden
Geraden gleichzusetzen, was zu folgendem Gleichungssystem flhrt:

HE e

oder
7 -7s =18+ 3t —7s— 3t =11
1+ s = 9-10t = s+10t= 8
8 —3s =11+ 3t -3s—- 3t=3

Das Gleichungssystem besitzt eine Losung: t=1und s =-2
Durch Einsetzen der ermittelten Werte in die jeweilige Geradengleichung erhalt man in
beiden Gleichungen unabhangig voneinander den Schnittpunkt:

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter



http://www.treff-lernen.de/

’ Mathematik Vektorrechnung Seite 53

Gerade 1: 7 7 21
1 =2+ |1 -1
8 -3 14

18 3 21
9 |+1- = -1
11 3 14

28.12.2. Abstand zweier paralleler Geraden

Gerade 2:

—
o
1

Haben zwei Geraden keinen Schnittpunkt, dann ist oft die Frage nach dem Abstand der
beiden Geraden gestellt. Abstandsberechnungen machen nur Sinn, wenn die Geraden
auch getrennt voneinander sind. Fir parallele Geraden heil3t dass, sie durfen nicht
identisch sein, sondern miussen echt
parallel sein.

In der nebenstehenden Abbildung sind
zwei parallele Geraden zu sehen. Im
vorhergehenden Kapitel wurde bereits
erlautert, dass es zu einer Geraden im
Raum genau eine Ebene gibt, fur die der
Richtungsvektor der Geraden der
Normalenvektor der Ebene ist. In der
Abbildung als n eingezeichnet. Da die
Geraden parallel sind steht nattrlich
auch der Richtungsvektor der zweiten
Geraden senkrecht auf der Ebene. Damit
ist eine Moglichkeit den senkrechten
Abstand zwischen den beiden Geraden
zu bestimmen, den Abstand zwischen
den beiden Durchsto3punkten zu
berechnen. Diese Durchstol3punkte
erhalt man jeweils flr einen bestimmten Parameterwert t oder s, in der Abbildung als t¢
und sr bezeichnet.

Dazu benutzt man die Ebene in der HNF, da der Normalenvektor identisch mit dem
Richtungsvektor einer Geraden ist.

Dabei ist P4 der Aufpunkt (X_XP1)°a1:0 der Geraden g1, da es bei parallelen
Geraden gleichgdltig ist, an welcher Stelle der Abstand berechnet wird. Damit ist
gleichzeitig ein DurchstoRpunkt durch die Ebene gefunden, da dieser Punkt P+ dann die
Ebenengleichung und die Geradengleichung g+ erflllt und es ist nur noch der
DurchstoR3punkt mit der Geraden g. zu bestimmen.

Die Geraden sind in Parameterform gegeben: X= X, + s-a,

Fir den DurchstoRpunkt miissen die beiden Ortsvektoren X auf den gleichen Punkt
zeigen. Deshalb wird die Parameterform der Geradengleichung in die Ebenengleichung
fir den Ortsvektor X eingesetzt.

x_;:2+ 352 —X_;1 05120
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Die beiden Aufpunkte und die Richtungsvektoren sind bekannt, so dass aus der
Ebenengleichung jetzt eine Gleichung zur Bestimmung des Parameters s entstanden
ist. Es ist eine Gleichung mit einer Unbekannten. Soll diese Gleichung allgemein nach s
umgestellt werden ergibt sich:

_ (X_;z_x_l;1>051 _ s
a4 ]

(Die Betrdge der beiden Vektoren im Nenner entstehen aus dem Skalarprodukt der
beiden Vektoren. Da beide in die gleiche Richtung zeigen ist das Skalarprodukt gleich
dem Produkt der Betrdge, denn der cos des eingeschlossenen Winkels — 0° — ist
gleich 1.) Wird dieser Wert sk in die Geradengleichung 2 eingesetzt ergibt sich:

Xp2= Xp2 +((XP1_XP2)031)'32

(ACHTUNG! das erste Produkt in der Klammer ist ein Skalarprodukt, danach ist dieser
Wert mit dem Einheitsvektor in Richtung a+ zu multiplizieren. Das ist dann lediglich eine
Verldngerung den Vektors a;’ .)

Damit ist der DurchstoRpunkt der Geraden g, bestimmt undﬂes muss noch der
Differenzvektor zwischen dem Aufpunkt der Geraden g1: Xp; und dem
DurchstoBpunkt der Geraden g, : Xg, bestimmt werden.

Dazu ist der Differenzvektor zu bilden und von diesem Differenzvektor die Lange zu
bestimmen.

28.12.3. Abstand windschiefer Geraden

Die zweite Mdglichkeit, dass Geraden einen Abstand besitzen ist, wenn sie windschief
sind. Sie sind dann nicht parallel und haben auch keinen Schnittpunkt. Das ist die
schwierigste Aufgabe beim Berechnen von Abstanden. Die Schwierigkeit besteht darin,
die Richtung des kirzesten senkrechten Abstand zwischen beiden Geraden zu
bestimmen, da zu jeder Geraden beliebig viele senkrechte Richtungen existieren.

In der Abbildung sind zwei Geraden g1 und g, gegeben. Jede dieser Geraden Iasst sich
eine Ebene zuordnen, so dass die Gerade in dieser Ebene liegt und die beiden Ebenen
parallel sind. Solche Ebenen kann man einfach konstruieren, indem man von der ersten
Geraden den Aufpunkt nimmt und die Richtungsvektoren der beiden Geraden als
Richtungsvektoren der Ebene benutzt. Im zweiten Fall nimmt man den Aufpunkt der
Geraden g, und die beiden Richtungsvektoren der Geraden. Dann besitzen die beiden
Ebenen den gleichen Normalenvektor und sind somit parallel. Bei parallelen Ebenen ist
der Abstand der beiden Ebenen an allen Stellen mit dem Abstand der beiden Geraden
identisch, aulderdem gibt der Normalenvektor die gesuchte senkrechte Richtung flr
beide Geraden.

Es wird der Normalenvektor A aus den beiden Richtungsvektoren a; und a,
tlerechnet, da die Richtung von n (ibereinstimmt mit der Richtung des Abstandsvektors
d . Aus der Abbildung leicht zu entnehmen ist folgende Beziehung:

-

Xpt d = Xp,
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Die beiden FuBpunkte, die der Abstandsvektor verbindet sind mit dem entsprechenden
Parameterwerten durch die Geradengleichungen festgelegt:

-

Beachtet man, dass der Abstandvektor d in Richtung des Normalenvektors n verlauft,
aber die beiden Richtungsvektoren senkrecht zu n sind, dann ergibt das Skalarprodukt
der beiden Seiten mit dem Vektor n:

dofi+(Xp, — Xp,)ofi = 0
Bringt man den zweiten Summanden auf die rechte Seite (Aufpunkte vertauscht):
doi = (Xp,— Xp )R

Die beiden Skalarprodukte werden durch den Betrag des Vektors n dividiert. Damit
entstehen die Skalarprodukte mit dem Einheitsvektor:

-

don’=(x;,— X;,)on’

Da das linke Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren gebildet wird, die in gleicher
Richtung verlaufen und der cos des eingeschlossenen Winkels damit =1 ist, und der

Betrag des Vektors p° als Einheitsvektors auch gleich 1 ist, ist das Skalarprodukt
identisch mit dem Betrag von |d| . Somit ist des Lénge des Abstandes bekannt.

‘a| = (x_;z_ x_|;1)O r"’o

Die Richtung des Abstands!ektors ist in Richtung von N, also ist ein Vektor in Richtung
R gesucht mit der Lange |d| :

d :I&I-EO = ((x}z— x}1)o|;°) : r;o

Fir die Richtung wird der Einheitsvektor von R benutzt, der liefert dann keinen
verzerrenden Betrag fur die Grol3e des Abstandes und die Lange des Abstandes wird
aus |d| gebildet.

Damit ist der Abstand und der Abstandsvektor der windschiefen Geraden bestimmt. Fur
die Bestimmung der beiden FuRpunkte, das sind diejenigen auf der Geraden g+ und g
fur die dieser kurzeste Abstand erreicht wird, setzt man wieder folgendes Gleichung an:
d +X,,+s-a,— X,,—ta, =0

Zur Berechnung von d wurde die Gleichung mit n durchmultipliziert, was dazu fiihrte,
dass die beiden Linearfaktoren s¢ und tr verschwunden sind. Das fuhrt jetzt natlrlich
nicht zum Ziel, da die beiden Parameterwerte gebraucht werden, um den FuBpunkt auf
der Ebene zu bestimmen. Aus der angegebenen Vektorgleichung wird jetzt ein
Gleichungssystem flr die Variablen sr und t- gemacht, da der Vektor d jetzt bekannt
ist.

-

Sp'a;—tp-a, = Xp,—Xp—d
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Auf der rechten Seite des Gleichungssystems stehen feste Vektoren und auf der linken
Seite stehen die Richtungsvektoren mit den gesuchten Linearfaktoren. Damit ist ein
Gleichungssystem von drei Gleichungen mit zwei Variablen entstanden.

28.12.4. Projektion einer Geraden auf eine Koordinatenebene

Eine allgemeine Gerade hat mit jeder Koordinatenebene einen Schnittpunkt. Es stellt
sich jetzt die Frage, wenn man entlang der Koordinatenachsen paralleles Licht auf die
Gerade fallen Iasst, entsteht entsteht in einer Koordinatenebene eine Gerade, die nur
noch zwei Komponenten in ihren Vektoren enthalt, die dritte — die Richtung des
parallelen Lichteinfalls — ist 0. Ein analoges Vorgehen gibt es bei Spurgeraden in den
Koordinatenebenen, nur dass Geraden keine tatsachlichen Spurgeraden hinterlassen.

— | 3 -4
Aus einer Geradengleichung 9 - X=| 0 tU 4 | entsteht als Projektion auf die
-5 1
|3 -4
X1-Xo-Koordinatenebene die Gerade 9 - X = | o +tu
0 0

dabei handelt es sich immer noch um eine Gerade im dreidimensionalen Raum, die
aber in der x4-x2 Ebenen liegt. Analog kann man das fiur die anderen Koordinaten-
ebenen durchfuhren. Diese Voruberlegungen sollen jetzt fur das folgende Thema der
Spiegelung mit benutzt werden.

28.12.5. Spiegelung einer Geraden an einer Koordinatenebene

Einige Gebiete, z.B. die Optik bendtigt sehr oft Aussagen Uber Spiegelung und
Reflexion. Gleichzeitig sind einfallende Lichtstrahlen Vektoren, da sie aul3er einer
Wellenlange auch eine Richtung besitzen, die sich unterscheiden kann. Also liegt es
nahe, sich bei diesem Problem der Vektorrechnung zu bedienen.

Zur Berechnung der Spiegelung bedient man sich allgemein folgenden Vorgehens: Es
wird der DurchstoRpunkt der Geraden durch die Koordinatenebene berechnet und dann
ein weitere Punkt der Gerade an der Koordinatenebene gespiegelt. Diese Spiegelung
erreicht man dadurch, indem man bei der Koordinate, die nicht zur Spiegelungsebene
gehort das Vorzeichen andert. Damit hat man zwei Punkte die auf der gespiegelten
Geraden liegen und man kann eine Geradengleichung aufstellen.

Das Problem soll jetzt Uber die Projektion der Geraden auf die Koordinatenebene gelost
werden. Damit ist zuerst die Bestimmung eines Punktes vorzunehmen und
anschlief3end der Richtungsvektor zu bestimmen. Der Punkt der gespiegelten Geraden
ist mit dem Durchsto3punkt schnell gefunden. Eine Koordinate der Geraden muss 0
sein, daraus folgt eine Gleichung zur Bestimmung des Geradenparameters und daraus
die beiden anderen Koordinaten des DurchstoRpunktes.
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Seitenansicht
X, — Achse An den nebenstehenden Ansichten ist zu

erkennen, dass die Gespiegelte Gerade die
\E/Gerade gleiche Projektionsgerade in der x.—x.—Ebene
besitzt, wie die Ausgangsgerade. Damit missen
X, — X, Ebene dje x, und x, Komponenten des Richtungsvektors

mit denen der Ausgangsgeraden identisch sein
gespiegelte (Natlrlich nicht in der Lange, aber man benutzt
Gerade der Einfachheit halber die gleichen Werte wie bei
der Ausgangsgerade).

Aulerdem muss der Richtungsvektor der
Draufsicht x, — x, — Ebene ; x, = 0 gespiegelten Geraden mit dem Normalenvektor
der xi—x>—Ebene den gleichen Winkel bilden, wie

der Richtungsvektor der Ausgangsgeraden. Damit
DurchstoRpunkt mussen beide das gleiche Skalarprodukt bilden.
da die x4 und x; Komponenten gleich sind, muss

X2 _;A‘Chse die xs Komponente vom Betrag her auch mit der
xs-Komponente des Richtungsvektors der
Ausgangsgeraden Ubereinstimmen. Aber die x; —
Richtung ist genau entgegengesetzt, also andert

¥ x,—Achse sich nur das Vorzeichen der x3 Komponente beim
Richtungsvektor.

Diese Erkenntnis kann an sich auch bei der Bestimmung des Aufpunktes zu Nutze

machen. Kennt man irgend einen Punkt der auf der Geraden liegt, behalt man die x

und x, Koordinaten bei und andert bei der x; Koordinate das Vorzeichen. Damit kann

man der mdglicherweise unschdonen Berechnung des DurchstoRpunktes entgehen.

Da zu einem spateren Zeitpunkt das Thema Spiegelung nochmals aufgegriffen werden
muss, soll hier festgehalten werden, dass das Skalarprodukt mit dem Normalenvektor
der Spiegelungsebene und den Richtungsvektoren der Geraden gleich sein muss.

Die Berechnung der Reflexionsgeraden entspricht genau der Spiegelgeraden, nur, dass
die xs Werte nicht das entgegengesetzte Vorzeichen annehmen. Um vom Punkt einer
Geraden den Reflexionspunkt zu bestimmen ist die Entfernung des Punktes vom
DurchstoBpunkt in der Ebene zu bestimmen (Projektionsgerade) und die gleiche
Entfernung auf der anderen Seite des DurchstoRBpunktes abzutragen. Der x; Wert bleibt
erhalten.

28.12.6. Spiegelung an einer Koordinatenachse

Zunachst ist zu klaren, was unter Spiegelung an einer Achse zu verstehen ist. Eine
Achse ist keine Spiegelungsebene im herkdmmlichen Sinn. Dazu soll hier eine
Spiegelung an der x; — Achse betrachtet werden.

x, — Achse Zu jedem x3 —Wert auf der x; — Achse kann man eine

3

4 Gerade zur xz-Achse senkrechte Linie — oder eine parallele
Linie zu x+—x2 Ebene — zu der Geraden ziehen. Damit

x. — x. Ebene Wird eine zur x4-x, Ebene parallele Gerade definiert,

1 2 . . . N .
‘ ‘ die die x3 Achse schneidet. Tragt man jetzt den
/ \\ Abstand von der x; — Achse bis zur Ausgangsgeraden
_ in die entgegengesetzte Richtung ab, erhalt man
%Z?gfgelte wieder einen Punkt.
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Die Verbindung aller dieser Punkte liefert wieder eine Gerade. Diese Gerade versteht
man unter der an der Achse gespiegelten Geraden. Daraus folgt die erste Eigenschaft
der gespiegelten Geraden: Ausgangspunkt und gespiegelter Punkt haben die gleiche xs
- Koordinate. Die Geraden selbst missen weder sich noch die x;-Achse schneiden. Das
wird noch einmal an der Draufsicht der x4-x, Ebene sichtbar.

Draufsicht x, —x, —Ebene ; x,=0  Diese Draufsicht macht weitere Eigenschaften der
gespiegelten Geraden deutlich: Sowohl die x
Koordinate, als auch die x, Koordinate eines Punktes
andern ihr Vorzeichen. Die Projektion der Geraden in die

X, — Achsex, —x, Ebene fuhrt zu einer parallelen Geraden, das

bedeutet, dass die x; und x, Komponenten des

Richtungsvektors gleich sind. Ein anderer Aufpunkt

liefert eine parallele Gerade.

Die Seitenansicht der beiden Geraden zeigt, dass die

Gerade flr die entgegengesetzten x; und x, Werte

genauso steigend oder fallend ist, wie die Ausgangsgerade.

Damit lassen sich fUr die gespiegelte Gerade folgende Schritte angeben:

1. Wenn ein Punkt auf der Ausgangsgeraden bestimmt ist, ist das Vorzeichen der
x1 und x. Komponenten zu andern und es entsteht ein Punkt auf der gespie-
gelten Geraden.

2. FUr den Richtungsvektor gilt, dass er genau in die entgegengesetzte Richtung
steigend ist, wie der Richtungsvektor der Ausgangsgeraden. Damit sind auch
beim Richtungsvektor die x; Koordinate beizubehalten und bei den x; und x.
Koordinaten die Vorzeichen zu andern. Alternativ kann man die Vorzeichen der
x1 und x. Koordinaten beibehalten und das Vorzeichen der x; Koordinate andern.

Fir das spatere Spiegeln an allgemeinen Geraden soll hier festgehalten werden, dass
Punkt und Spiegelpunkt in einer Ebene liegen, von der die Spiegelungsgerade der
Normalenvektor ist. Auf dieser Ebene haben Punkt und Spiegelpunkt zur Spiegel-
geraden den gleichen Abstand aber entgegengesetzte Richtung auf der gleichen
Geraden.

28.12.7. Spiegelung an einem Punkt

Spiegelung an einem Punkt entspricht genau dem, was in der Optik durch eine
Sammellinse erzeugt wird. Der Spiegelungspunkt ist Brennpunkt und Mittelpunkt der
Strecke zwischen Ausgangspunkt und Spiegelpunkt. Beide Punkte liegen auf einer
geraden, auf der auch der Spiegelungspunkt liegt. Die Entfernungen der beiden Punkte
auf dieser Geraden vom Spiegelpunkt sind gleich.

Das Ergebnis ist eine zur Ausgangsgeraden parallele Gerade.
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28.13. Lagebeziehungen zu Ebenen im Raum

Bei Abstandsberechnungen mit einer Ebene besteht schon ein grol3er Vorteil, es gibt
eine eindeutige senkrechte Richtung, die durch den Normalenvektor der Ebene
gegeben ist. Das bedeutet aber auch, dass Abstande mit Ebenen grundsatzlich in der
Hesseschen Normalform zu berechnen sind, so dass Ebenengleichungen in
Parameterform hier gar nicht betrachtet werden. In diesen Fallen ist als erstes die
Normalform herzustellen.

Bei Schnittgeraden zwischen zwei Ebenen werden beide Gleichungsformen behandelt.
DurchstoBpunkte (wie Schnittpunkte bei Geraden) setzen mindestens eine Darstellung
in Parameterform voraus, da Durchstof3punkte nur Uber die Bestimmung eines
Linearfaktors zu berechnen sind. Bei DurchstoRpunkten von Geraden und Ebenen ist
die Gerade ohnehin in Parameterdarstellung gegeben, so dass diese auch daftr
benutzt wird.

28.13.1. Lage von Geraden und Ebenen im Raum

Geraden und Ebenen im Raum koénnen drei verschiedene Lagemoglichkeiten besitzen.
Die Gerade kann parallel zur Ebene sein, sie kann in der Ebene liegen, oder sich mit
der Ebene in einem Punkt schneiden.

1. Frage: Sind der Richtungsvektor der Geraden und
der Normalenvektor der Ebene senkrecht zueinander ?

Diese Frage wird Uber das Skalarprodukt geklart. Wenn diese Frage mit ,ja“ zu beant-
worten ist, dann sind Gerade und Ebene entweder parallel oder identisch. Gleichbedeu-
tend damit ware, dass sich der Richtungsvektor der Geraden als Linearkombination der
beiden Richtungsvektoren der Ebene darstellen lasst.Ist diese Frage mit ,nein® zu
beantworten, dann haben Gerade und Ebene einen Schnittpunkt. Geraden die sich mit
einer Ebene schneiden haben auch gleichzeitig einen Schnittwinkel, der sich berechnen
lasst.

Falls die Frage mit ,ja“ beantwortet wird, ist weiter zu untersuchen, ob die Gerade nur
parallel zur Ebenen ist, oder ob sie in der Ebne liegt.

" 2. Frage: Liegt der Aufpunkt der Geraden in der Ebene ? "

Ist diese Frage mit ,ja“ zu beantworten, dann liegt die gesamte Gerade in der Ebene.
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Ubersicht:
- — — e e d - — — — — —
g: x=P +tu mitu#0 X=Q +tv+sw mit v,w#0
—_ — —
bzw. (X—Q)+n°=0

u,v,w linear abhangig
oder uen®=0

(Liegt der Richtungsvektor der Geraden
in der Ebene oder ist er parallel)

S

PEE? g und E schneiden
sich in einem Punkt
Punktprobe; Gleichungssystem mit 3
Gleichungen und 1 Unbekannten (Gerade). oder 3
Gleichungen mit 2 Unbekannten (Ebene)..

Lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und
3 Unbekannten. Das Ergebnis ist nicht der Schnitt-
punkt, sondern die Parameter fiir die Geraden-

gleichung oder Ebenengleichung zur Bestimmung
/ \ des Schnittpunktes.

gl E
g¢E

g parallel

zu E

g liegtin E

28.13.2. DurchstoBpunkt einer Geraden durch eine Ebene

Fir die Existenz eines DurchstoRBpunktes muss das Skalarprodukt zwischen dem
Richtungsvektor der Geraden und dem Normalenvektor der Ebene ungleich Null sein.
Fir DurchstoRpunkt Berechnungen muss mindestens eine der beiden Gleichungen in
Parameterform gegeben sein, da mindestens in einer Gleichung Parameter gebraucht
werden, die die Koordinaten des DurchstoRpunktes berechnen lassen. Als erstes wird
der Fall betrachtet, dass beide Formen in Parameterdarstellung gegeben sind.

Jede Berechnung beginnt mit der Uberpriifung, ob Gerade und Ebene parallel sind.
Wenn das nicht der Fall ist, dann wird weiter gerechnet.

28.13.2.1. Gerade und Ebene in Parameterdarstellung

Wenn geklart ist, dass ein DurchstoRpunkt existiert, dann wird aus den
Parameterdarstellungen der beiden Gebilde ein Gleichungssystem erstellt:

Ebene: X= X,, + ta+ sb
Gerade: X= Xp, + r-¢

Wichtig ist, dass vor dem Bilden des Gleichungssystems die drei Linearfaktoren vor den
Richtungsvektoren unterschiedliche Bezeichnungen haben. Bei der Geradengleichung
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noch einmal den Buchstaben t zu verwenden flhrt in Chaos. Fur den Durchsto3punkt
muss gelten, dass er sowohl die Ebenengleichung, wie auch die Geradengleichung
erfullt. Deshalb werden die beiden Ausdriicke der rechten Seiten gleich gesetzt.

. . . X,, + t-3+ sb =X, + r-¢ .
Diese Gleichung ist dann so umzuordnen, dass die
Variablen alle auf der linken Seite stehen und die konstanten Vektoren auf der rechten
Seite:

ta+ sb-ré=x;,- %,
Wenn die Gerade und die Ebene nicht parallel sind, dann hat dieses Gleichungssystem
eine LOsung.

28.13.2.2. Ebene in Normalform

Betrachtet man die Ebene in Normalform: X °n=d und die Gerade in Parameterform

X= Xp + r-a so ist klar, dass der DurchstoRpunkt beide Gleichungen erfiillen muss.
das Ziel muss wieder sein, einen Parameter flr t zu bestimmen, so dass man mit der
Geradengleichung auf die Koordinaten des DurchstoRpunkts kommt. Deshalb wird die
Geradengleichung in die Ebenengleichung fur den dort variablen Ortsvektor x
eingesetzt.

=14

X, o =(Xp+t,a)on =d

o
S

X
=1

=Xpon+t.,acn=d

d
t =

s

—Xpon
aon

-
o

Da das Ergebnis eines Skalarproduktes eine reelle Zahl ist, kann man auch durch ein
Skalarprodukt dividieren.

28.13.3. Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene

Als Schnittwinkel von Gerade und Ebene wird
mittels Skalarprodukt der Winkel zwischen dem
Richtungsvektor der Geraden und dem
Normalenvektor der Ebene berechnet.
AnschlieRend ist dieser Winkel von 90° zu
subtrahieren, da mit dem Normalenvektor der
Ebene und nicht mit den Richtungsvektoren
gearbeitet wurde.

28.13.4. Ebene senkrecht zu einer Geraden

Gesucht ist eine Ebene, die senkrecht zu einer Geraden und durch einen vorgegebenen
Punkt verlauft. Setzt man den Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor der

Ebene ein erzeugt man so die linke Seite der HNF der Ebene. Xoa
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Da der vorgegebene Punkt die Ebenengleichung erflllen soll, setzt man in die linke
Seite den Ortsvektor von P ein und erhélt die rechte Seite der Gleichung: Xsca=d
und damit die Ebenengleichung in Normalform: xca=d

28.13.5. Gerade senkrecht zu einer Ebene

Gesucht ist eine Gerade, die senkrecht zu einer Ebene und durch einen vorgegebenen
Punkt verlauft. Fir den Richtungsvektor der Geraden setzt man den Normalenvektor
der Ebene ein und als Aufpunkt der Geraden den vorgegebenen Punkt

X= X, + ti

28.13.6. Abstand einer Ebene zu einer Geraden

Einen solche Mdglichkeit existiert nur, wenn die Gerade parallel zur Ebene verlauft,
oder senkrecht zum Normalenvektor. Also ist als erstes zu Prifen, ob das Skalar-
produkt des Richtungsvektors der Geraden mit dem Normalenvektor der Ebene Null
ergibt. Ist das der Fall, kann mit der Berechnung begonnen werden.

Da hier auf alle Falle der senkrechte
Abstand gesucht ist, wird bei der
Ebenengleichung mit der Normalen-
form gearbeitet, da bei dieser die
senkrechte Richtung Uber den
Normalenvektor zur Verfigung
steht.Die Geradengleichung hat die
Parameterform. Auf3erdem kann
genutzt werden, dass der Abstand an
allen Punkten der Geraden gleich ist,
also kann ein beliebiger Punkt
herausgegriffen werden, z.B. der
Aufpunkt der Geraden.

Der Aufpunkt der Geraden ist in der
Zeichnung mit X, bezeichnet, der Aufpunkt der Ebene mit X; . Wie bei allen

Abstandberechnungen ist der Differenzvektor ()?1 - io) uber das Skalarprodukt auf
den Normaleneinheitsvektor zu projizieren. Dadurch entsteht eine Vektor d , der der
Abstandsvektor ist. ()C ~ X, )O n® =d|

da X, die Ebenengleichung X,on=D (hier wurde zur Unterscheidung bei der
Ebenengleichung der Buchstabe D benutzt) erflllt kann die Formel umgeschrieben
werden:

D — X,on’=/d|
Damit ist der Abstand der Geraden bestimmt. Ist auRerdem der Abstandvektor gesucht,
ist diese Lange mit dem Einheitsvektor in Normalenrichtung zu multiplizieren.

d=[d|-n°
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28.13.7. Lage zweier Ebenen im Raum

Far drei Ebenen im Raum gibt es drei verschiedene Maglichkeiten ihrer gegenseitigen
Lage. Die Ebenen konnen parallel, identisch sein, oder sich schneiden. Fur die
Parallelitat der ebenen kdnnte man nachweisen: Ist jeder Richtungsvektor der einen
Ebene eine Linearkombination der beiden Richtungsvektoren der anderen Ebene. Das
waére ein relativ groBer Aufwand. Man benutzt dabei eine andere Uberlegung: Wenn
zwei Ebenen parallel sind, dann missen sie parallele (sich nur in der Lange
unterscheidende) Normalenvektoren besitzen.

1. Frage: Ist der Normalenvektor der Ebene 1 ein
Vielfaches des Normalenvektors der Ebene 2 ?

Ist diese Frage mit ,ja“ zu beantworten, dann sind die Ebenen parallel. Um zu
Uberprufen, ob die Ebenen identisch sind, muss Uberpruft werden, ob der Aufpunkt der
Ebene 1 auch auf der Ebenen 2 liegt, oder umgekehrt. Sind die beiden Ebenen nicht
identisch, ist fur die beiden Ebenen ein Abstand berechenbar.

Ist die erste Frage mit ,nein“ zu beantworten, dann schneiden sich die beiden Ebenen.

Ubersicht:
—_ — — — — — — — — — - —>
E,:x=P +ta +sb mit a, b#0 E,: x=Q+kc+ld mit c,d#0

bzw. in Normalenform

E1:(X—P)'n10=0 EZ:(X_Q).nZO:O
n1, n2
linear abhangig

ja nein
PeE,?
Liegt P auch auf E, ? E, und E, schneiden sich
Punktprobe; Gleichungssystenzv mit 3 Lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und
Gleichungen und 2 Unbekannten. Falls das 4 Unbekannten. Das Ergebnis ist, wenn das
Gleichungssystem eine Lésung hat, sind Glelqhupgssystem I6sbar ist eine Parameterlésung,
die beiden Ebenen identisch. damit eine Gerade.
E.=E
- E | &
Ebenen sind E =E
identisch 1 2
Ebenen sind
parallel
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28.13.8. Schnittwinkel zweier Ebenen

Um den Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen zu berechnen SO -
muss erst geprift werden, ob sich die Ebenen Uberhaupt R
schneiden. Zwei Ebenen schneiden sich genau dann, wenn sie
nicht parallel sind. Zwei Ebenen sind genau dann nicht parallel,
wenn ihre Normalenvektoren nicht die gleiche Richtung et
besitzen. Mit den hier zur Verfligung stehenden Mittel kann g
man Uberprufen, ob das Skalarprodukt der beiden Vektoren E2
mit dem Produkt ihrer Betrage identisch ist:

Ny oy :‘ﬁ1|'|ﬁz|
Ist das der Fall, sind die Ebenen parallel und haben keinen
Schnittwinkel. Ist das nicht der Fall schneiden sich die Ebenen und der Schnittwinkel ist

identisch mit dem Schnittwinkel der beiden Normalenvektoren und wird Uber das
Skalarprodukt berechnet.

28.13.9. Schnittgerade zweier Ebenen

Wenn sich zwei Ebenen schneiden, ist das
Schnittgebilde eine Gerade.

Aus der Skizze ist zunachst klar, dass der
Richtungsvektor der Geraden

senkrecht zu den beiden Normalenvektoren
sein muss, denn der Vektor muss in beiden
Ebenen liegen, also zu beiden Normalen
senkrecht.

28.13.9.1. Beide Ebenen in parameterfreier Darstellung

Das bedeutet, beide Ebenen liegen der HNF vor:

=]
[

X

iV

d,
d,

1
2

(e]
(¢]

i
=]

Variante 1:
Wie bereits bei der Koordinatendarstellung der Ebene gezeigt, kann die HNF
problemlos in die Koordinatendarstellung Uberfihrt werden, da die Koeffizienten der
Koordinatendarstellung identisch sind mit einem Normalenvektor der Ebene.

X1 N1 + X2 N2 + X3 N3 = dy

X1 N21 + X2 N22 + X3 N23 = d2

damit entsteht ein Gleichungssystem von drei Gleichungen mit zwei Unbekannten.
Diese Unbekannten sind die x-Werte. Dieses Gleichungssystem hat eine
Parameterldsung und man kann eine Variable gleich t setzen. Danach erhalt man fur
die anderen beiden Variablen Ergebnisse in Abhangigkeit von t. Dieses t ist gleichzeitig
der Parameterwert fur die Geradengleichung, dh. man fasst bei x1 alles zusammen, was
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kein t hat und alles andere, was ein t hat. Der Summand, der kein t enthalt ist die
Komponente des Aufpunktes fir t und der Summand, der ein t enthalt ist die
Komponente des Richtungsvektors der Geraden.

| Beispiel 1

E1: x1+2x2 +2x3= 4
E2: X, + 4x2 =19

Farx,=u

folgtaus E,: x, =19 —4u

undaus E;: 19—4u +2u +2x,=4
X, ==15/2 +u

L (19-4u ) _ (19 4
g:-X= u = 0 + U 1
—7,5+u —7,5 1

Variante 2:

Der Richtungsvektor der Geraden muss in beiden Ebenen liegen, deshalb ist er
senkrecht zu beiden Normalenvektoren und kann Uber diese erzeugt werden, wie
Normalenvektoren aus Richtungsvektoren einer Ebene erzeugt werden. Damit bleibt
noch die Frage nach einem Aufpunkt fir diese Gerade. Von diesem Aufpunkt ist
zunachst klar, dass er auch in beiden Ebenen liegen muss, wie die gesamte
Schnittgerade. Also benutzt man die beiden Normalformen, um den Punkt zu

bestimmen: Xon, = Xon,
X o, —n,)=0

Die zweite Gleichung liefert eine Gleichung mit drei Unbekannten x4, x. und xs, wovon
zwei beliebig gewahlt werden kdnnen, diesmal aber nicht mit einem Parameter, sondern
mit festen Zahlen. Die so ermittelten Werte sind ein Punkt auf der Schnittgeraden.

| Beispiel 2
1 4 1 |4
E: |2 oflx -1 |=0 E,: |4 olx -1 |=0
2 -1 0 -9

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden ist senkrecht zu beiden Normalenvektoren der
Ebene, da er in beiden Ebenen liegen muss !

o[ 1 -8
r= 2 X 4 =2
2 0 2

Es bleibt einen Punkt zu bestimmen, der auf der Schnittgeraden und damit in beiden
Ebenen liegt. Die Bestimmung des Punktes mit Hilfe der Normalform der Ebenen-
gleichungen, in Koordinatenform geschrieben:

Eq: X1 +2x; +2x3— 4 =0

E2: X1 + 4%, -19=0
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Aus z.B x1=19 und x,=0 folgt x3=-7,5

— [ 19 —4
g:X= 0 +Uu 1
—7,5 1

28.13.9.2. Eine Ebene in Parameterdarstellung, eine Ebene in parameterfreier Darstellung

X=Xp,+t-a+sb

Der Ubliche Weg ist wieder das Einsetzen der Parameterdarstellung in die
parameterfreie Darstellung, was zu der Formel

Xp,on, + t-acn,+ s-bon,=d,

fuhrt. Einer der beiden Richtungsvektoren a oder b muss mindestens zu R nicht
senkrecht sein. Wenn es beide waren, dann waren die Ebenen parallel.
Es sei a der Vektor, der nicht senkrecht zu n ist.
In diesem Fall wird der Parameter s = 0 gesetzt und die Gleichung nach t aufgelost.
Damit erhalt man fur t:
d,—Xp, N
tpz?
aon,

Setzt man flr t diesen berechneten Wert und fiir s = 0 in die Parametergleichung der
ersten Ebene ein, erhalt man einen Punkt, der auf der Schnittgerade liegt. Man kann

auch fur s einen anderen wert als 0 wahlen, dann ist aber die Formel zur Berechnung
des t etwas aufwendiger, da zwei Skalarprodukte zu berechnen sind.

Der Richtungsvektor ist als senkrechter Vektor zu den beiden Normalenvektoren zu
bestimmen. Dazu ist von der ersten Ebene noch der Normalenvektor zu berechnen.

| Beispiel 1

1 N 4 — |15 4 4
E, 2 ol x - 1 -0 E,:x=[1 |+u |1V -1
2 -1 -6 -1 -9

Die komplette Parameterform der zweiten Ebenen wird in die erste Ebenengleichung
eingesetzt.

1 15 4 4 4

2| o {1}+u [—1]+v -1- | 1/ §0

2 -6 -1 ~ -1

E

2
Durch das Skalarprodukt entsteht eine Gleichung mit zwei Unbekannten. Da ist die
Gleichung nach einer Unbekannten aufzuldsen und in die Ebene mit der
Parametergleichung einzusetzen.
1(15+4u+4v-4)+2 (1 —u—v-1) + 2(-6—u-9v +1) =0
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1 +0u —-16v=0
Normalerweise entsteht hier ein Abhangigkeit von u und v. In diesem fall verschwindet
das u ganz und v ist eine feste Zahl. Damit ist das u beliebig wahlbar und wird zum
Parameter flr die Schnittgerade: Der Richtungsvektor, der bei der Variablen u steht ist
Richtungsvektor der Schnittgeraden. dann sind die Werte fur u und v in die zweite
Ebenengleichung einzusetzen. Das flihrt zu folgendem Gleichungssystem:

x1 =15 + u4d + 4/16 15,25 +u 4

x2= 1 — u - 116 15/16 —u

X3 =—6 — u — 916 =-69%45 —u
Die entsprechenden Zeilen sind nach konstanten Werten und Werten mit dem
Parameter u zusammenzufassen, so dass daraus die Geradengleichung entsteht:

= 15,25 4
g:x= 15/16 +u -1
—6 % —1
Beispiel 2

Durch Einsetzen entsteht folgendes Gleichungssystem:
(2+0u+2v)+2(—1+u+v)+2(-2+4u+3v)=6
-4+10u+10v=6
u=1-v

Hier ist der Parameter u in Abhangigkeit von v angegeben. Dieser Ausdruck in
Abhangigkeit von v ist in die Ebenengleichung einzusetzen.

= (2 [0 2
g: x=|(1|+(1-Vv)|1
[-2} 4

+v |1
3

Jetzt sind die Teile zusammenzufassen, die kein v besitzen und die Teile die ein v als

Faktor haben. Damit entsteht folgende Geradengleichung:

8

Prifung, ob diese Gerade auch Schnittgerade ist:
« Der Richtungsvektor der Geraden ist senkrecht zum Normalenvektor der Ebene
E+, damit ist die Gerade parallel zu E;.
 Flru=-1undv =1istder Richtungsvektor der Geraden eine Linearkombination
der beider Richtungsvektoren aus E,, also auch parallel zu E-.
» Der Punkt (2/0/2) erfullt die Ebenengleichung E+: (1/2/2 )o(-2/0/1) = 0, damit liegt
der Punkt auf der Ebene E;.
* Flru=1undv =0 liegt der Punkt auch auf E,.
Der Aufpunkt der Gerade liegt in beiden Ebenen, der Richtungsvektor der Gerade liegt
in beiden Ebenen, damit ist die Gerade die Schnittgerade.

—

g: x=

28.13.9.3. Beide Ebenen in Parameterdarstellung

X=Xp, +U-a,+V-b,
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Punkte der Schnittgeraden missen auf beiden Ebenen liegen. Deshalb missen diese
Punkte beide Ebenengleichungen erflullen, was dazu fuhrt, dass beide Ebenenglei-
chungen gleich gesetzt werden muissen, dabei ist darauf zu achten, dass die
Linearfaktoren vor den Richtungsvektoren unterschiedliche Bezeichner haben:

Xp, +t-a, +s-b,=x,, +u-a, +v-b,

Damit entsteht ein Gleichungssystem von drei Gleichungen mit vier Variablen. Dieses
Gleichungssystem ist nicht eindeutig I6sbar, sondern besitzt eine Parameterldsung,
eine Variable ist frei wahlbar. Das entspricht genau der Tatsache, dass die Losungs-
menge eine Gerade ist, was ja erwartet wurde.

Wenn eine Variable frei wahlbar ist, sind die Lésungen der anderen Variablen von
dieser Variablen abhangig. Werden alle so bestimmten Losungen eingesetzt sind die
einzelnen Gleichungszeilen nach konstanten Werten und Werten mit Parameter
zusammenzufassen und es entsteht die Geradengleichung. Jede Zeile des
Gleichungssystem entspricht einer Komponente der Geradengleichung.

| Beispiel 1

N
E,:x=

NENE NN

Durch Gleichsetzen der beiden Ebenen erhalt man die Schnittgerade.
4 + s—12t=15+4u+4v

1 #1,5s— 4t= 1— u—- v
—-1—- 28+10t=-6—- u-9v

Aus der Gleichsetzung ein ,sauberes” Gleichungssystem machen.
s—12t—4u—-4v=11
1,5s — 4t+ u+ v=0
—2s+10t+ u+9v=-5
Die Lésung des Gleichungssystem flihrt zu folgendem Ergebnis:
t—12s —4u—4v =11
14s+7u+7v=-16,5
112v=7

Daraus folgt die Losung v = 1/16 und u ist beliebig, es soll zur Unterscheidung u =r
gesetzt werden. Setzt man u und v in die Ebenengleichung 2 ein, erhalt man:

15 4 4
11+r | 1% 1/16 | -1
-1 -9

das Zusammenfassen der Teile ohne den Parameter r liefert:

-6
- | 15+ 4
g: x={1=-116 +r | -1
-6 —9/16 —1
_, | 1525 4
g: x= Pl ro| 1
—6 9/, -1

—
X=

E

2
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(Die beiden Ebenen wurden bereits im Kapitel ,Parameterform und Koordinatenform*
zur Berechnung der Schnittgeraden benutzt. Die dort erstellte Gerade ist bis auf das
Vorzeichen mit dieser Geraden identisch.)
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| Beispiel 2 |
- |1 1 3 S |2 2 2
E,:x= Tt [2+%s |2 E,: x=3|+u |2V |1
1 3 1 1 2 3
1+ t+3s=2+2u+2v t+3s—-2u-2v=1 t+3s—-2u-2v=1
142t +2s=3+2u+ v 2t+2s-2u- v=2 —4s+2u+3v=0
1+43t+ s=1+2u+3v 3t+ s—2u-3v=0 v=1
Parameter fir E,]: Parameter fur E2:
s=Ya(2r+3)=%r+% 1
t=1-3(Var+%)+2r+2 V=
=%+ Yer usr
- |1 1 3 (2 2 2
E,: x= |11+ (%+ %) 24 (Var+%) |2 g: x=|3|+r |2+1 |1
1 3 1 1 2 3
 [1+%+9/4 Y+ 3/2 o (4 2
9: X={1+3/2+32+Tr |1 + 1 g: x= 4 |+r |2
1+9/4 +3/4 32 + % 4 2

4 2
g x=4 | +r 2
4 2

In beiden Fallen gelangt man zu der identischen Schnittgeraden. Das muss aber nicht
sein.

Die Aufpunkte der beiden Geraden mussen nicht gleich sein und die Richtungsvektoren

konnen ein Vielfaches voneinander sein.

28.13.10. Abstand paralleler Ebenen

Flar den Abstand paralleler Ebenen mussen beide Ebenen in HNF gegeben sein.
d,
d2

=7
I

Xo
Xo

=]

1
2
Bei der Beschreibung der HNF wurde bereits erklart, dass die Werte d+ und d, jeweils
der Abstand der Ebene zum Ursprung ist. Damit ist der Abstand der beiden Ebenen

genau die Differenz der beiden Werte, da auch der Abstand zum Ursprung senkrecht

gemessen wird. Fur den Abstandsvektor ist diese Differenz mit dem Normalen-
einheitsvektor einer Ebene zu multiplizieren.

d=di—d2
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28.14. Spiegelungen

Genauso, wie Abstande von Punkten zu Geraden und Abstande von Punkten zu
Ebenen unterschiedlich behandelt werden missen, sind auch Spiegelungen an Ebenen
und Spiegelungen an Geraden unterschiedlich zu behandeln. Der Grund liegt wieder in
der eindeutigen senkrechten Richtung, die bei Ebenen gegeben ist, aber bei Geraden
nicht. Spiegelungen sind eine Weiterentwicklung der Abstandberechnung, deshalb
werden viele Aspekte der Abstandsberechnung hier mit einflieRen. Zentraler Dreh- und
Angelpunkt ist die Bestimmung des FuBpunktes des Lotes. Der Verbindungsvektor von
Punkt und diesem FulRpunkt noch einmal in dem FuRpunkt angesetzt, liefert den
gespiegelten Punkt.

28.14.1. Spiegelung eine Punktes an einem Punkt

Dabei handelt es sich um die einfachste Form der Spiegelung. Ein Punkt P soll an
einem Punkt F gespiegelt werden. Dazu erzeugt man den Verbindungsvektor PF und
addiert diesen Vektor noch einmal zu dem Spiegelungspunkt F . Damit erhalt man den
Spiegelpunkt P' aus der Formel:

— —_— —_—

P'=F+PF=P+2-PF

28.14.2. Spiegeln eines Punktes an einer Geraden

Hier wird der Rechenweg zum Abstand eines Punktes von einer Geraden benutzt.
Generell gibt es zwei Moglichkeiten dieses Problem zu |6sen.

senkrechte Hilfsebene Skalarprodukt
* Zu der Geraden wird ein senkrechte « Bilde den Differenzvektor von P und
Ebene in Normalfqrm erzeugt, die dem Aufpunkt der Geraden.
durch den Punkt P geht, der » Bilde das Skalarprodukt mit dem
gespiegelt werden soll. Einheitsvektor des Richtungsvektors
* Dann bestimmt man den der Geraden.
DurchstoRpunkt F der Geraden durch | = Der berechnete Wert t; ist die Entfer-
diese Ebene. nung des Fupunktes vom Aufpunkt
« Der DurchstoRpunkt F ist der der Geraden.
FuBpunkt des Lotes, an dem » Benutzt man dieses t- und den Ein-
gespiegelt werden muss. heitsvektor des Richtungsvektors,
- Der Verbindungsvektor von P nach erhalt man den Fullpunkt des Lotes.
F ist der Abstandsvektor, dessen
Betrag den Abstand des Punktes P
von der Geraden angibt

Setzt man diesen Abstandsvektor noch einmal in F an, erhalt man den Spiegelpunkt
P

—

P'=F+PF=P+2-PF
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Musterbeispiel Losungsweg 1: senkrechte Hilfsebene

P
— 5 3
Gerade: 9::X= |9ts |2
1 2 2 PX,

Gerade

-2
Punkt der gespiegelt werden soll, P = {?}

X_

Hilfsebene mit Richtungsvektor als | _,
Normalenvektor und Aufpunkt P:

i

Berechnen des Parameters des Durchstof3punktes:
Koordinatenform der Ebene
3X1+2x2+2x3+16=0
Geradengleichung in Ebenengleichung einsetzen:
3(5+3s)+2(9+2s)+2 (1+2s)+ 16 =0
15+9s+18+4s+2+4s+16=0

51+17s=0
s= -3

. -~ |5 3 -4
FuBpunkt bestimmen: g :x_ = [QJ ~3|2| =3
1 2 -5

- (-2

Abstandsvektor bestimmen: PF=9

-6

gespiegelten Punkt bestimmen: ; = ;+ 2 p_|): = {:é}o 2. [92} {121
1 -6) |11

Musterbeispiel Losungsweg 2: Skalarprodukt, Projektion auf g
Es wird die gleiche Gerade und der gleiche Punkt P benutzt.

2| [5]_ (-7

6" |9| |-15

1) 1 0
Skalarprodukt mit dem Einheitsvektors [7J 1 [3

=1 - =51
*oo |2 =5 ((21-30)= 52
des Richtungsvektors der Geraden: 105 V17 g} N7 ¢ )=

— - —

Abstandsvektor von A nach P AP = P—A=

Um das Skalarprodukt mit einem Einheitsvektor zu bilden recht es aus, das Ergebnis
der Skalarproduktes durch den Betrag dieses Vektors zu dividieren. In diesem Fall ist
der Betrag des Richtungsvektors V17 . Wie die weitere Rechnung zeigen Wird, ist es
nicht ratsam den Wert fur diese Wurzel Uber den GTR schon jetzt zu bestimmen. Man
sollte mit dem Wurzelausdruck weiterarbeiten.

Berechnen des FuBpunktes unter - |® 51 1|3
Benutzung des berechneten Parameters 9 X = ? V17 17 g

und des Einheitsvektors des Richtungsvektors:
Abstand - Einheitsvektor
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Die Benutzung des Einheitsvektors des Richtungsvektors ist unbedingt notwendig,
damit durch die Lange des Richtungsvektors keine zusatzlichen Langeneinheiten
hinzukommen. Der berechnete Parameter ist eine gibt die Langeneinheiten des
Aufpunktes der Geraden zum gesuchten Ful3punkt an. Ein Vektor, der nicht die Lange 1
hat wirde diesen Abstand zum FuR3punkt verfalschen. Es ist in der Formel auch klar zu
sehen, dass der Betrag des Richtungsvektors damit zweimal im Nenner auftritt und sich
damit die Wurzeln aufheben. es entsteht dadurch immer eine Bruch ohne einen Wurzel-
ausdruck im Nenner. Deshalb ist es Uberflissig, den Wert der Wurzel zu berechnen.
fasst man die beiden Faktoren vor dem Richtungsvektor zusammen entsteht wieder der
Wert -3 , der bereits oben als Parameterwert bestimmt wurde. Alle weiteren
Rechnungen erfolgen wie beim 1. Losungsweg. Die theoretische Grundlage fur diesen
Rechenweg ist das, was im Kapitel , Geometrische Bedeutung des Skalarprodukts®
steht. Es wird die Projektionseigenschaft des Skalarprodukts ausgenutzt.

Musterbeispiel Losungsweg 3: Skalarprodukt, Verdopplung der Projektion auf g

Bei dem Lésungsweg 2 wurde schon auf
folgende Gleichungen aufmerksam
gemacht, die entstehen, wenn man

den Differenzvektor P — A auf die Gerade
mittels Skalarprodukt projiziert.

Peu+PX_cu=Acu+t |ul?

was aufgeldst nach t folgendes Ergebnis liefert:

b IR 0

setzt man diesen Wert fiir t in die Geradengleichung ein, und berlcksichtigt, dass die
Division eines Vektors durch seinen Betrag auf den Einheitsvektor flhrt, erhalt man fur
den Fulipunkt folgende Gleichung

Xe=A + [(P=A)ou’]u°

Dieser Vektor fuhrt genau zum Fupunkt auf der Geraden. Setzt man jetzt den Vektor
von A nach xr noch einmal in xr an entsteht, wie in der obigen Zeichnung zu erkennen
ein gleichschenkliges Dreieck mit P als Punkt der Spitze und die Seiten von P auf die
Gerade sind gleich lang.

Spiegelt man dieses Gebilde an der Geraden erhalt man eine Raute mit gleich langen
Seiten und senkrecht stehenden Diagonalen. Diese Raute liefert einen Weg, den
Spiegelpunkt zu berechnen.

Von dem Punkt auf der Geraden, der durch die Verdoppelung des projizierten Vektors
entstanden ist, ist der Vektor P — A zu subtrahieren und man gelangt zum

Spiegelpunkt.
7
7
-6

— [ 8 2
Geradengleichung: 91-X5 11 *S 113 P=
8

8 28 1|2 %
Berechnung des FuBpunktes: X_=A+t u® =11 ., 3. =
V14 V14 7 6
8 H/_/
uO
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Differenzvektor zwischen A und Xk : \/_ —_—

0
Diesen Differenzvektor noch einmal zu xr addiert: | _1

Von diesem Vektor den Vektor AP = P — A subtrahieren:

-1
4

R

28.14.3. Spiegelung eines Punktes an einer Ebene

Bei dieser Berechnung hat man den Vorteil, dass man die Richtung des senkrechten
Abstandes bereits kennt. Diese Richtung ist die Richtung des Normalenvektors der
Ebene. Was dann noch fehlt ist der Abstand des Punktes von der Ebene.

senkrechte Gerade

Skalarprodukt

+ Bestimme den Normalenvektor n der |e
Ebene, wenn er nicht bereits gegeben
ist. .

* Erzeuge eine Gerade g aus dem Punkt
P und dem Normalenvektor n als
Richtungsvektor der Geraden. .

g:X=P+t-i

* Bestimme den Durchstol3punkt dieser
Geraden durch die Ebene. Dieser .
Durchsto3punkt ist der FulRpunkt des
Lotes, der als Spiegelpunkt dient.

Bilde den Differenzvektors von P und
dem Aufpunkt der Ebene.

Bilde das Skalarprodukt mit dem
Einheitsvektor des Normalenvektors
der Ebene.

Der berechnete Wert t; ist die Entfer-
nung des Punktes P von der Ebene.
Benutzt man diesen Abstand und den
Einheitsvektor des Normalenvektors,
erhalt man den FuBpunkt des Lotes.
Dabei ist auf die Orientierung von n
zu achten. (s. Beispiel)

Uber diesen Rechenweg mit senkrechter Geraden wird der Abstand nicht explizit
bestimmt, da man den Abstand nicht unbedingt bendtigt, sondern nur den
Richtungsvektor von P nach F . Dieser Vektor ist dann wieder in F noch einmal
anzusetzen, um den Spiegelpunkt P' zu bekommen.

Der Lésungsweg (iber das Skalarprodukt benutzt den Abstand des Punktes P von der
Ebene. In den folgenden Beispielen wird gleich von einer Koordinatenform der Ebene
ausgegangen. Da alle Abstandsberechnungen und auch die Spieglungen nur Uber die
Normalform einer Ebenen verlaufen wird auf den Schritt der Umwandlung einer
Parameterform in die Normal- oder Koordinatenform verzichtet. Koordinatenform und
Normalform sind nur zwei Schreibweisen ein und derselben Ebenengleichung.
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Musterbeispiel Losungsweg 1: senkrechte Gerade

P
Ebenengleichung: 2x1+3x2—5x3+45=0 A
3 n
Punkt: | -1 — X Ebene
2 A
G . N { 3} 2 d
senkrechte Gerade durch P: g,:x=|-1#s |3
2 -5 @p'
Berechnung des Parameters des DurchstoRpunktes: o

Geradengleichung in Ebenengleichung einsetzen:

2 (3+2s) + 3 (-1+3s) -5 (2 —5s) + 45 =0
6+4s—-3+9s-10+25s+45=0
38+38s=0

s=-1

-

-~ [3 2 1
FuBpunkt oder Durchstol3punkt bestimmen: :{_1}1 [ 3}: [_4}

- (-2
Abstandvektor bestimmen: PF = [3}
5

— — — 3 -2 -1
gespiegelten Punkt bestimmen: P' = P+2PF= {1}‘ 2. [3} {7}
2 5) |12

Far die Benutzung des Skalarprodukts sind noch einige Vorbemerkungen notwendig.

28.14.3.1. Normalenvektor zeigt in Richtung des Punktes

de = (P-A) > n°

de n ist ein Vektor, der von der Ebene weg zum Punkt n

P zeigt. Der von den beiden Vektoren eingeschlos-  — E . Ebene
sene Winkel ist immer kleiner als 90°. Damit auch A
wirklich der Abstand von der Ebene zum Punkt d
genommen wird, muss der Abstand mit n°® multipliziert @
werden.

Aulerdem bendtigt man von P aus die Richtung hin

zur Ebene und dann den gleichen Abstand noch O
einmal in die entgegengesetzte Richtung. Damit erhalt man den Spiegelpunkt von P
durch:

P'=P -2 [(P-A) > n%] n°
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28.14.3.2. Normalenvektor zeigt in entgegengesetzte Richtung des Punktes

dp = (P=A) * n°

P’
Die beiden Vektoren n und (P-A) schlieRen einen Winkel " Ebene
von mehr als 90° ein. Damit liefert das Skalarprodukt | X ‘
einen negativen Wert, weil der cos vor Winkel grofter 90° 3
negativ ist. d >

Auf Grund dessen ist die Projektion von P-A auf den

Normalenvektor eine Projektion auf —n (siehe P_n
Zeichnung). o

Damit zeigt [(P—A) » n°] n° von P aus nicht in die
Richtung der Ebene, sondern in die entgegengesetzte Richtung. Also muss [(P-A) ° n°]
n® vom Punkt P aus subtrahiert werden, damit die Richtung zur Ebene hin zeigt.

P'=P —-2[(P-A)°n%n°
Musterbeispiel Losungsweg 2: Skalarprodukt
Da die Ebenengleichung in Koordinatenform gegeben ist, hat man zunachst keinen

Aufpunkt. Es ist also ein Punkt zu finden, der die Ebenengleichung erflllt. Ein mdglicher
Punkt ist A=( —4/ —4 /5). Mit diesem Punkt als Aufpunkt wird die Aufgabe gerechnet.

. . g _ — —)_ 3 - _ 7
Abstandsvektor von A nach P P=P-A=l14]-14/% 3
2 5 -3
7 2
i i i .L = 1 = &:
Skalarprodukt mit dem Einheitsvektors [3 J 78 [% 149 +15) = g V38

des Normalenvektors der Ebene:

1
= |4
) 7

Die beiden Abstandsvektoren sind identisch. Der weitere Rechenweg ist der gleiche wie
bei dem 1. Losungsweg.

V38

Damit sind die Spiegelungen eines Punktes an Geraden und Ebenen geklart. Sie
enthalten keine wesentlich neuen Erkenntnisse. Etwas anders wird die Problemstellung,
wenn man eine Gerade an einer Geraden spiegelt, oder eine Gerade an einer Ebene.
Auch in diesen Zusammenhangen sind teilweise Punkte zu spiegeln. Auf den
Rechenweg, diesen Spiegelpunkt zu bestimmen wird dann nicht weiter eingegangen
sondern der gespiegelte Punkt nur angegeben und mit inm weiter gerechnet.
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28.14.4. Spiegelung einer Geraden an einer parallelen Geraden

» Parallele Geraden liegen zunachst immer in
einer Ebene.

» Die gespiegelte Gerade muss auch in dieser
Ebene liegen.

« Damit gibt es auch eine Ebene (wegen des
Aufpunktes eigentlich unendlich viele), die
zu allen Geraden senkrecht ist, namlich die
Ebene, die den Richtungsvektor der
Geraden als Normalenvektor besitzt.

* Ausgangsgerade, Gerade, an der zu spiegeln ist und gespieg¥lte gerade haben
alle den gleichen Richtungsvektor.

Damit reduziert sich das Problem auf das Spiegeln eines Punktes der Ausgangsgera-
den senkrecht zur Spieglungsgeraden.

+ Bestimme die Ebenengleichung, die senkrecht zu allen Geraden ist und den
Aufpunkt der zu spiegelnden Geraden besitzt, in Normalform. Der
Normalenvektor ist der Richtungsvektor der Geraden.

+ Bestimme den DurchstoRpunkt der Geraden, an der zu spiegeln ist durch diese
Ebene. Dieser Durchsto3punkt ist der FuRpunkt des Lotes.

» Der Verbindungsvektor zwischen dem Aufpunkt der Ausgangsgeraden und
diesem Ful3punkt ist noch einmal an den Ful3punkt anzusetzen und liefert einen
Punkt auf der gespiegelten Geraden.

« Unter Benutzung des gegebenen Richtungsvektors ist die gespiegelte Gerade zu
erstellen.

Musterbeispiel: Spiegele die Gerade g an der Geraden h
N -2 — 5 3
g:x= _6+t g h:X={9J+S 2
1 2 1 2

senkrechte Ebene durch den Aufpunkt von g:

SR

Schnittpunkt der Geraden h mit der Ebene liefert den FuRpunkt des Lotes fur den
Aufpunkt der Geraden g. Dazu setzt man die Geradengleichung h in die
Ebenengleichung ein und bestimmt den notwendigen Parameter des Ful3punktes. Als
Parameter ergibt sich s = -3 und als Ful3punkt F = (—4 / 3 / -5). Damit ergibt sich als
gespiegelter Punkt vom Aufpunkt: A' = (—6/12 /-11) und als Geradengleichung:

1
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28.14.5. Spiegelung sich schneidender Geraden

* Geraden, die sich schneiden liegen in einer Ebene.

* Die gespiegelte Gerade muss auch in dieser Ebene -
liegen.

* Richtungsvektoren aller drei Geraden sind
unterschiedlich.

* Bestimme den Schnittpunkt der sich schneidenden
Geraden.

* Dieser Schnittpunkt muss auch auf der
gespiegelten Geraden liegen.

Unter Kenntnis dieser Eigenschaften kann man folgenden Losungsweg beschreiten:

* Erzeuge eine Ebene, die senkrecht zu der Geraden ist, an der gespiegelt werden
soll. Der Normalenvektor ist der Richtungsvektor der Spiegelgeraden.

« Der Aufpunkt dieser Ebene ist aber der Aufpunkt P der Ausgangsgeraden, die
gespiegelt werden soll.

* Bestimme den Schnittpunkt dieser Ebene mit der Spiegelgeraden. Dieser
Schnittpunkt ist der FuRpunkt F des Lotes.

« Den Abstandsvektor von P nach F noch einmal in F angesetzt ergibt den
Spiegelpunkt P"

Musterbeispiel: Spiegele die Gerade g an der Geraden h

e

Man bestimmt als erstes den Schnittpunkt der beiden Geraden: S(2/1/3)

Dann eine Hilfsebene senkrecht zu der Geraden, an der gespiegelt werden soll, in
diesem Fall die Gerade h. Aufpunkt dieser Ebene ist weder der Aufpunkt der Geraden
g. damit ist sicher gestellt, dass man von g senkrecht auf die Grade h auftrifft und damit
den Ful3punkt des Lotes vom Aufpunkt von g auf h bestimmt.

SRR

Gesucht ist jetzt der DurchstoRpunkt der Geraden h durch diese Ebene. Das ist der
Ful3punkt des Lotes. Dieser FuBpunkt ist F=(0/0/2). Damit ergibt sich als gespiegelten
Punkt A' = ( 0/ =1/ 3). Der Richtungsvektor der gespiegelten geraden ist aus der
Differenz des gespiegelten Punktes A' und des Schnittpunktes zu berechnen. Als
Geradengleichung ergibt sich damit:
‘s [:
0

- [o

g 1x=4
3

Kleine Moglichkeit der Kontrolle: Da alle drei Geraden in einer Ebene liegen muss das

Skalarprodukt der Einheitsvektoren des Richtungsvektors der Ausgangsgeraden g mit

der Spieglungsgeraden h gleich dem Skalarprodukt der gespiegelten Geraden g' mit der

Spieglungsgeraden h sein, da die Winkel zwischen den Richtungsvektoren gleich sein

=0
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mussen. Um unterschiedliche Langen zwischen den gespiegelten Richtungsvektoren
auszugleichen muss die Rechnung auf die Einheitsvektoren bezogen werden.

Das Skalarprodukt von g und h ergibt 3, die Betrége der beiden Vektoren sind V2 und
6. Damit ergibt sich als Wert 3 /712 .

Das Skalarprodukt von g' und h ergibt — 6 und die Betrdge V6 und \8 .

==, 1 i i 6 _1 1 1
E:Z'\h_:z—\@ und fur das zweite Skalarprodukt Ezg—-\/fg:g\/ﬁziﬁ

Die unterschiedlichen Vorzeichen liegen an der Orientierung der Richtungsvektoren.
Wenn man flr die gespiegelte Gerade den Vektor (2/2/0) benutzt, statt des Vektors mit
den negativen Komponenten erhalt man auch positive Vorzeichen im Skalarprodukt.

28.14.6. Spiegelung einer Geraden an einer parallelen Ebene

» Bei einer Geraden, parallel zu einer Eben haben alle Punkte den gleichen
Abstand zur Ebene.

» Der Lotvektor ist der Normalenvektor der Ebene.

* Der Richtungsvektor der gespiegelten Geraden ist gleich dem Richtungsvektor
der Ausgangsgeraden.

Losungsweg:
* spiegele einen Punkt der Ausgangsgeraden an der Ebene.

* Dieser gespiegelte Punkt ist der Aufpunkt der gespiegelten Geraden.
Richtungsvektor ist der Richtungsvektor der Ausgangsgeraden.

28.14.7. Spiegeln einer Geraden an einer Ebene, die die Ebene scheidet

Analog zum Spiegeln zweier Geraden, die sich schneiden, muss es hier einen
Durchsto3punkt geben, der auch auf der gespiegelten Geraden liegt.

« Berechne den DurchstoBpunkt S

- Spiegele den Aufpunkt P der Ausgangsgeraden an der Ebene. Bilde dazu die
Lotgerade von P auf die Ebene.

« Aus dem gespiegelten Punkt P* und dem DurchstoRpunkt S ergibt sich die
Geradengleichung.

28.14.8. Spiegeln einer Ebene an einer parallelen Ebene

» Bilde von beiden Ebenen die Normalform.
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» Parallele Ebenen haben den gleichen Normalenvektor.

» Spiegele einen Punkt der Ausgangsebene an der parallelen Ebene.

» Der gespiegelte Punkt ist der Aufpunkt fir die Normalform der gespiegelten
Ebene. Der Normalenvektor ist mit den beiden anderen identisch.

28.14.9. Spiegeln einer Ebene an einer sich schneidenden Ebene.

* Analog zu den beiden anderen Fallen: wenn es sich um sich schneidende
Objekte handelt, muss die Schnittgerade auch in der gespiegelten Ebene liegen.

* Der Richtungsvektor der Schnittgeraden berechnet sich aus dem Vektorprodukt
der beiden Normalenvektoren.

» Zu der Schnittgeraden muss ein Aufpunkt bestimmt werden (s. Kapitel
Schnittgeraden)

» Damit sind fur die gespiegelte Ebene schon einmal ein Aufpunkt und ein
Richtungsvektor bekannt.

* Spiegele einen Punkt der Ausgangsebene an der Spiegelebene

* Der Verbindungsvektor zum Aufpunkt der Schnittgeraden liefert den zweiten
Richtungsvektor.

Musterbeispiel: spiegele die Ebene E an der Ebenen H.
E: 7X1—5%,—3x3=0 H:2X1 =X —x3—1=0

Bestimme die Schnittgerade.

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden ist das Vektorprodukt der beiden Normalen-
vektoren. da der Richtungsvektor in beiden Ebenen liegt, muss das Skalarprodukt zu
beiden Normalenvektoren 0 sein. Damit ist noch ein Punkt zu finden, der auf beiden
Ebenen liegt und damit auch auf der Schnittgeraden. (Es soll aus dem Gleichungs-
system nicht die Schnittgerade als Lésung herauskommen, sondern nur ein Punkt, da
der Richtungsvektor auf anderem Weg bestimmt wird.)

7X1 —5X2—3X3 =0
2X1— Xo— X3=1 |(—3)

7X1 - 5X2 - 3X3 =0
—6X1 + 3X2 + 3x3 = -3

7X1—5X2—3X3=0
X1—2X2 =—3

fur x2 = 1 und x4 = — 1 ist die zweite Gleichung Iosbar.
fur die erste Gleichung ergibt sich: — 7 — 5 — 3x; = 0 mit der Losung x3 = — 4
daraus ergibt sich ein Aufpunkt (—1/ 1/ 4) und mittels Richtungsvektor folgende
Geradengleichung: 5
: [ ; J
3

-1
g: 1J+t
-4
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Als nachstes ist ein Punkt auf E gesucht, der dann an H gespiegelt wird. Dieser Punkt
darf nicht auch noch auf g liegen, bzw. darf er kein Punkt von H sein, was das gleiche
bedeutet. Fur diesen Punkt gibt es zunachst jede Freiheit, er muss nur die Ebenen-
gleichung von E erflillen. Welcher Spiegelpunkt danach herauskommt, kann man hier
noch nicht erkennen, so dass bei einem ungunstig gewahlten Punkt durchaus ein
unhandlicher Spieglungspunkt herauskommen kann. Am einfachsten lasst sich ein
Punkt bestimmen, bei dem eine oder zwei Koordinaten gleich 0 sind. Hier soll der Punkt
P2(0/ 3/ -5) gewahlt werden, obwohl in dem speziellen Fall auch der Ursprung (0/0/0)
moglich ware.

Dieser Punkt ist an der Ebene H zu spiegeln.

Orthogonale Gerade zu H, die durch den Punkt P, geht:

2
-1
-1

Bestimme den Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ebene H:
22r)— 3-=r) =(-5-n=1
4r—3+r+5+r=1
6r+2=1
r =—1/6
Dieser Wert fur r liefert den Durchstol3punkt D : (—1/3|19/6 | —29/6 )

0
3
-5

-
g:x= +r

Als Abstandvektor ergibt sich: D — P, = (-1/3 | 1/6 | 1/6)

Diesen Vektor zweimal zu P, addiert liefert den gespiegelten Punkt P, :
(—2/3|10/3|—14/3)

Der zweite Richtungsvektor ergibt sich aus dem Aufpunkt der Schnittgerade (— 1/1/4)

und dem hier berechneten zweiten Punkt P'".

-1 2/13 ) (113
117|103 T |-7/3
4| |-14/3 2/3

Richtungsvektoren konnen in ihrer Lange verandert werden, so dass als Richtungs-
vektor der Vektor (— 1/ — 7 / 2) moglich ist. damit entsteht endgiiltig als gespiegelte

Ebene: = [ -
s e )
-4 3 2
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