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10. Prozentrechnung

Prozentrechnung setzt einen Wert in ein Verhaltnis zu einem anderen Wert. es
interessiert also nicht die tatsachliche GroRRe, sondern ein Verhaltnis ( = Quotient) zu
einem andern Wert. man kann z.B die Entfernung von der Sonne zum Mars in das
Verhaltnis setzen zur Entfernung der Sonne zur Erde. Verhaltnis heil3t immer Quotient,
deshalb wir dabei eine Zahl zwischen 1 und 2 herauskommen. Wenn man mit den
durchschnittlichen Entfernungen rechnet ergibt das Ergebnis 1,38. Aber niemand kennt
dabei die tatsachliche Entfernung in Millionen km. Das Mal3, welches hier in der
Astronomie zugrunde gelegt wird ist die Astronomische Einheit, die ziemlich willkurlich
aber vernunftig als die Entfernung zwischen Sonne und Erde festgelegt wurde.
» Mit diesem prinzipiellen Abstand kann jeder etwas anfangen, auch wenn die
tatsachlichen Werte nicht kennt.
* Wenn man die Verhaltniszahl kennt und auch die Zahl, auf die sich dieses
Verhaltnis bezieht, kann man auch die tatsachliche Entfernung bestimmen.
Wenn man sich dann die Grundlagenzahl der Astronomischen Einheit beschafft (=
149,6 Mio km) kann man die Entfernung zwischen Sonne und Mars in km angeben.

Genau dieses Vorgehen verfolgt die Prozentrechnung. Zu einem Wert, den man kennt
oder auch nicht kennt gibt es eine Basiszahl zu der man diesen Wert in Beziehung
setzen soll. Dazu geht man der Einfachheit halber davon aus, dass die Basiszahl einem
Wert von 100 entspricht. Diese Zahl 100 hat keine Maldeinheit, da sie ein Verhaltnis aus
zwei Zahlen mit gleicher Mal3einheit ist und deshalb die Maldeinheiten sich kurzen.

Prozentrechnung heilt: Beziehe den Basiswert auf 100 und berechne, wieviel Anteile
von 100 die zweite Zahl entspricht.

Damit hat man eine generelle Maldeinheit geschaffen, auf die alles bezogen werden
kann. Diese Maleinheit heifldt 100.

Die tatsachliche Maleinheit kann jetzt eine beliebige Maleinheit sein. Man kann die
Frage stellen, wieviel sind 267 kg bezogen auf die Gesamtheit von 1 t. Dann sind die
100 der 1t gleichzusetzen. Man kann fragen, wieviel sind 23,76 € von urspringlich 250
€, die man vielleicht vor dem Urlaub besessen hatte. Dann sind die 100 mit dem Wert
von 250 € gleichzusetzen.

Das entscheidende ist, dass das Verhaltnis der angegebenen MalRzahl zur
Basismal3zahl das gleiche ist, wir der berechnete Anteil zu 100.

angegebene Mafszahl _ gesuchte Verhdltniszahl
Basiszahl 100

In dieser mathematischen Gleichung sind drei variable GroRen enthalten. Um diese
Gleichung Uberhaupt I6sen zu kbnnen mussen zwei dieser drei Grolien gegeben sein.
Erste Grundlage fur Prozentrechnung:
In jeder Aufgabenstellung missen genau zwei Zahlenwerte gegeben sein,
die zu dieser Aufgabenstellung gehdren.
Zweite Grundlage Prozentrechnung:
Diese beiden gegebenen Zahlen mussen zwei von den drei moglichen
Werten zugeordnet werden. Der dritte verbleibende Wert ist dann die
gesucht Grole.
Da aus der Gleichung leicht zu erkennen ist, dass es drei verschiedene gesuchte
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Groflden geben kann, sollen als nachstes diese drei Falle einzeln untersucht und
beschrieben werden. Dazu werden die Berechnungen aul3er mit der angegebenen
Bruchgleichung auch mit einem Dreisatz berechnet.

Prozentrechnung ist direkter Dreisatz.

Es soll aber dazu angemerkt sein, dass auf lange Sicht die Dreisatzrechnung zu
kompliziert und zu aufwendig ist. Man sollte sich an die Methode der Bruchrechnung
gewohnen. In der Prozentrechnung werden in der angegebenen Bruchgleichung
folgende Bezeichnungen benutzt:

Prozentwert _ Prozentsatz
Grundwert 100

Im weiteren wird nur noch mit diesen Bezeichnern gearbeitet.

10.1. Berechne den Prozentwert

Prozentwert _Prozentsatz
Grundwert 100

Der rot gekennzeichnete Wert ist gesucht und die beiden blau gekennzeichneten Wert
mussen gegeben sein. Jetzt ist die Bruchgleichung nach dem gesuchten Wert
umzustellen, dh., die gesamte Gleichung ist mit ,Grundwert“ zu multiplizieren.

Prozentsatz-Grundwert
100

Prozentwert=

Das ist die umgestellte Formel fur die Berechnung des Prozentwertes.

1. Fur die Dreisatzrechnung geht man von dem Teil des Bruches aus, Zahler oder
Nenner, bei dem beide Werte gegeben sind. Im Zahler ist nur der Prozentsatz
bekannt, aber nicht der Prozentwert, der ist gesucht. Im Nenner ist der
Grundwert bekannt und naturlich die konstante Zahl 100. Damit sind beide
Nenner bekannt, also beginnt man mit den Nennern.

2. Auf der Seite des Gleichheitszeichens, auf der zwei Werte gegeben sind, wird
der Wert der ersten Zeile durch Division auf den Wert ,1“ gebracht. In diesem
Fall ist es die rechte Gleichungsseite, bei der ,Prozentsatz” und ,100“ bekannt
sind. Die zweite gegebene Zahl dieser Gleichungsseite bestimmt den Wert mit
dem dann multipliziert werden muss.

Grundwert ~ 100 Divisiondurchden Wertderrechten Seite

CW ~ 1 Multiplikationmit dem zweiten Wertder rechten Seite
Grundwert:-Prozentsatz
100 ~ Prozentsatz

Prozentwert ~ Prozentsatz
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MaReinheit %
- 100 Grundwert 100 <> :
H 100
diiozon >t Prozentwert Prozentsatz Q » Prozentsatz

Die Seite, auf der die griinen Pfeile stehen gibt die Rechnung vor, die auszufihren ist.
Die Seite, auf der die gelben Pfeile stehen, hat die gleiche Rechnung nachzuvollziehen.

Musteraufgabe:
Wieviel sind 5 % von 700

Betrag in € %

Prozentwert:% : 100 @ 700 100 <> 100

s Cn . D

Diese Seite bestimmt, was gerechnet wird: D : 100 D *5

Diese Seite hat sich daran zu halten und zieht nach: - ﬁo ?
= 9

10.2. Berechne den Prozentsatz

Prozentwert Prozentsatz
Grundwert 100

Der rot gekennzeichnete Wert ist wieder gesucht und die beiden blau gekennzeichneten
Wert sind gegeben. Jetzt ist die Bruchgleichung nach dem gesuchten Wert umzustellen,
dh., die gesamte Gleichung ist mit ,100“ zu multiplizieren.

Prozentwert - 100
Grundwert

Prozentsatz =

Mit dieser Formel berechnet man den Prozentsatz.

1. FuUr die Dreisatzrechnung geht man von dem Teil des Bruches aus, Zahler oder
Nenner, bei dem beide Werte gegeben sind. Im Zahler ist nur der Prozentwert
bekannt, aber nicht der Prozentsatz, der ist gesucht. Im Nenner ist der
Grundwert bekannt und naturlich die konstante Zahl 100. Damit sind beide
Nenner bekannt, also beginnt man mit den Nennern.

2. Auf der Seite des Gleichheitszeichens, auf der zwei Werte gegeben sind, wird
der Wert der ersten Zeile durch Division auf den Wert ,1 gebracht. In diesem
Fall ist es die linke Gleichungsseite, bei der ,,Prozentwert” und ,Grundwert®
bekannt sind. Die erste Zahl bestimmt die Zahl, durch die zu dividieren ist,
die zweite gegebene Zahl bestimmt den Wert mit dem dann multipliziert werden
muss.
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Grundwert ~ 100 Divisiondurchden Wertderlinken Seite

1 ~ __100 Multiplikationmit dem zweiten Wertder linken Seite
Grundwert
100
1-Prozentwert ~ —————Prozentwert
Grundwert
Prozentwert ~ Prozentsatz
MaReinheit %
: Grundwert @ Grundwert 100 : Grundwert
i
* Prozentwert @ Prozentwert Prozentsatz * Prozentwert

Der Aufbau der Tabelle entspricht dem Aufbau zur Berechnung des Prozentwertes. Der
Unterschied besteht darin, dass die Seite ,Grundwert — Prozentwert® die Berechnung
bestimmt und nicht die Seite ,Prozentwert — 100“. Als Ergebnis steht wieder auf der
linken Seite der Prozentwert, der aber bereits gegeben war und auf der rechten Seite
auch wieder der Prozentwert, der aber jetzt berechnet wurde.

Wieviel % sind 15€ von 200€

Preis in € %
. Vi 200 100 N
Prozentsatz = w : 200 : 200
200 ;5 11 0,5 %
*15 @. 15
- 15 7.5

10.3. Berechne den Grundwert

Prozentwert Prozentsatz
Grundwert 100

Bei dieser dritten moglichen Berechnungsmethode wird sich einiges mehr andern, als
bei den beiden Vorhergehenden. Im Gegensatz zu den beiden ersten Berechnungen
steht hier die gesuchte Zahl im Nenner, wahrend bei den ersten beiden die gesuchte
Zahl im Zahler stand. Allein von der Bruchrechnung her sind hier mehr Schritte
notwendig. Es reicht nicht, den ,Prozentwert* auf die andere Seite zu bringen, man
muss den ,Grundwert” in den Zahler bringen. Um das zu erreichen, muss man mit dem
,Grundwert‘ multiplizieren. Dann steht dieser aber auf der Seite von ,Prozentsatz” und
,100% Also muss man noch mit ,100“ multiplizieren und durch ,Prozentsatz” dividieren
um den ,Grundwert” allein auf der rechten Seite stehen zu haben.

Prozentwert - 100
Prozentsatz

Grundwert =
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1. Fur die Dreisatzrechnung geht man von dem Teil des Bruches aus, Zahler oder
Nenner, bei dem beide Werte gegeben sind. Im Zahler ist der Prozentwert und
der Prozentsatz gegeben. Im Nenner ist der Grundwert gesucht.

2. Auf der Seite des Gleichheitszeichens, auf der zwei Werte gegeben sind, wird
der Wert der ersten Zeile durch Division auf den Wert ,1“ gebracht. In diesem
Fall ist es die rechte Gleichungsseite, bei der ,Prozentsatz” und ,100“ bekannt
sind. Die erste Zahl bestimmt die Zahl, durch die zu dividieren ist, die zweite
gegebene Zahl bestimmt den Wert mit dem dann multipliziert werden muss.

Prozentwert ~ Prozentsatz Divisiondurchden Wertder rechtenSeite

Prozentwert 1 Multiplikation mitdem zweiten Wert der rechten Seite
Prozentsatz

Prozentwert 100 ~ 100

Prozentsatz

Grundwert ~ 100

MaReinheit %

- Prozentsatz Prozentwert Prozentsatz ) - Prozentsatz

- 100 ,
Grundwert 100 D 100
4% sind 30 €, wieviel € sind dann 100%
Betrag in € %
30-100 . 30 4 _
Grundwert = ——— -4 -4
4 7.5 y
o * 100
ol 750 700

Damit sind die Grundaufgaben der Prozentrechnung dargestellt. Es ist nicht
empfehlenswert sich die drei Formeln fur die drei verschiedenen Varianten zu merken.
Man soll sich die Ausgangsformel fir die Prozentrechnung merken:

Prozentwert _ Prozentsatz
Grundwert 100

Je nach den gegebenen und dem gesuchten Wert sollte diese Formel entsprechend
umgestellt werden.

Alle die bisher dargestellten Rechnung stehen im Zusammenhang mit dem Grundwert,
der einer Prozentzahl von 100 entspricht. Nun kann man Prozentrechnung auch ohne
die Benutzung des Grundwertes verwenden. Dazu soll folgendes Beispiel dienen:
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Nach einer Preiserhdhung auf 115 % kostet eine Ware 2100 €. Vor dieser
Preiserhdhung wurde die Ware zu 86% des ursprunglichen Verkaufs-
preises angeboten. Wieviel musste man bezahlen, als die Ware noch 86%
des ursprunglichen Preises betrug.

Bei dieser Aufgabenstellung ist der Grundwert von 100% nicht bekannt, er ist aber auch
nicht gesucht. Zur Losung dieser Aufgabenstellung gibt es zwei Wege.
1. Die Prozentformel wird erweitert auf zwei allgemeine Prozentsatze, ohne die
festgelegten 100%.
2. Die Aufgabe wird unter Verwendung des Grundwertes in zwei Schritten
berechnet.

Es sollen hier beide Wege dargestellt werden, obwohl der 1. Weg ausreichend ist.
Allerdings ist der Grundgedanke des 2. Weges auch flr andere Aufgaben wichtig, bei
denen das Endergebnis nach mehreren Schritten bekannt ist, um man soll den
Ausgangswert der gesamten Veranderung bestimmen.

10.4. Berechnung aus zwei Prozentwerten oder zwei Prozentsatzen

|10.4.1 Berechnung ohne Benutzung des Grundwertes

Sind zwei Prozentsatze oder zwei Prozentwerte gegeben, dann benutzt man einen der
Prozentwerte an Stelle des Grundwertes. Der diesem Prozentsatz zugeordnete
Prozentwert wird dann an Stelle des Wertes 100, dem Prozentsatz des Grundwertes,
benutzt. Damit verandert sich die Prozentformel zu folgender Verallgemeinerung:

Prozentwert1 _ Prozentsatz 1
Prozentwert2 = Prozentsatz?2

Setzt man fir ,Prozentwert 2 den ,,Grundwert® und fur ,Prozentsatz 2“ den Wert ,100"
ein, erhalt man die ursprungliche Formel der Prozentrechnung.

Die weitere Berechnung, ob Uber Formel oder Gber Dreisatz erfolgt in der gleichen
Weise. Fur das oben angegebene Beispiel wurde die Formel folgendes Aussehen
bekommen: 2100 € 115

x€ 86

Stellt man diese Formel nach x € um, erhalt man den Prozentwert, der dem Prozentsatz
von 86 % entspricht. Zum Vergleich mit dem zweiten Rechenweg soll hier nur das
Ergebnis angegeben werden: 1 570,43 €

|10.4.2 Berechnung des Grundwertes aus einer mehrfachen prozentualen Veranderung

Obwohl der Rechenweg etwas aufwendiger ist, soll er hier erlautert werden, da er sehr
oft bei Zinsrechnungen bendtigt wird. Der Grundgedanke der Berechnung wird dann
auch fur diese Falle bendtigt. Die allgemeine Aufgabenstellung lautet:

Nach mehreren prozentualen Veranderungen bei denen entweder die

Prozentsatze bekannt sind, oder die Prozentwerte, ist der Ausgangswert

vor allen diesen Veranderungen gesucht.
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In der Zinsrechnung spiegelt sich diese Aufgabenstellung etwa in folgendem Problem
wieder:
Eine Person legt bei einer Bank einen Geldbetrag uber mehrere Jahre an. Die
Zinssatze in den einzelnen Jahren sind unterschiedlich, aber bekannt. Nach all
den Jahren erhalt die Person einen bekannten Betrag ausgezahlt. Wieviel hat die
Person urspriunglich angelegt.

Man kénnte eine solche Aufgabenstellung als ,Rickrechnung auf den Ausgang”
bezeichnen. Und genau so muss auch die Berechnung erfolgen. Es wird mit dem
Endergebnis begonnen. Nur fir das Endergebnis sind Prozentwert und Prozentsatz
bekannt. In gewisser Weise entspricht der Einzahlungsbetrag dem 100% allerdings gibt
es mehrere prozentuale Veranderungen und nicht nur eine und damit gibt es auch
mehrere Grundwerte, fur jede Teilaufgabe einen.

Hier soll die Formel zur Rickrechnung eines Prozentwertes, der durch mehrfache
prozentuale Veranderung entstanden ist, hergeleitet werden. Da diese Berechnung fir
Zinsaufgaben sehr oft bendtigt wird, sollt man den Gedanken dahinter erfassen, dann
kann man sich andere Formeln selbst herleiten.

Es gibt einen Grundwert, den man nicht kennt und einen Prozentsatz, der bekannt sein
muss und einen Prozentwert, den man auch nicht kennt, da er ein zweites mal
verandert wird.

Prozentwert1 _ Prozentsatz1
Grundwert 100

Die zweite Prozentrechnung hat als Grundwert nicht mehr den urspringlichen, sondern
den sich nach der ersten Veranderung ergebenden Prozentwert. Flr diese zweite
Anderung gibt es einen zweiten Prozentsatz und damit entsteht ein neuer, zweiter
Prozentwert.

Prozentwert?2 _ Prozentsatz?2

Prozentwert1 100

Der Prozentsatz der ersten Berechnung wird zum Grundwert der zweiten Berechnung
und erhalt somit fir die zweite Berechnung den Prozentsatz 100 %.

Jetzt ist aber der zweite Prozentwert bekannt, er entspricht dem Auszahlungsbetrag,
der die Zinsen der beiden Jahre einschlieRlich des ursprunglich eingezahlten
Grundwertes. da der zweite Prozentwert auch den Grundwert mit enthalt, kann nicht mit
den Zinsen p% gerechnet werden, sondern muss mit % gerechnet werden. q enthalt
immer den Grundwert mit, entweder als Zinsfaktor mit g = 1 + p oder als Prozentwert
mit 9% = 100% + p%. da Prozentsatz 2 und Prozentwert 2 bekannt sind, muss die
obige Formel nach Prozentwert 1 umgestellt werden.

Prozentwert1 = 100 - Prozentwert 2
Prozentsatz2

Es soll zunachst davon ausgegangen werden, dass damit der Prozentsatz 1 bekannt
ist und deshalb kann man die erste Prozentformel nach dem Grundwert umstellen:

Grundwert = 100 - Prozentwert 1
Prozentsatz 1
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Die Formel hat formal das gleiche Aussehen wie die vorhergehende, was nicht
verwundert, da in beiden Fallen der Prozentwert berechnet wird, der dem 100 %
entspricht. Allerdings kann man jetzt fir den Prozentwert 1 die obige Formel einsetzen,
um das Zwischenergebnis fur Prozentwert 1 zu vermeiden.

100 100
Grundwert = Prozentsatz1 Prozentsatz2 Prozentwert2

Berucksichtigt man, dass flr die Prozentsatze nicht der Wert p sondern der Wert q
einzusetzen ist, so kann man folgende Endformel angeben:

Grundwert = - Prozentwert 2

q,-q;

Aus dieser Formel ist klar, wie man die Berechnung gestalten muss, wenn mehrere
Jahre im Spiel sind. Es ist jeweils durch die Zinsfaktoren zu dividieren. Die Formel ist so
allgemein, dass sowohl Zinszuschlage als auch Zinsabschlage verwendet werden
kénnen. Fir Zinsabschlage sind die Werte flr q kleiner als 1.
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10.5. Formulierungen der Prozentrechnung und Umsetzung in Formeln

.... kostet vor der Preiserh6hung 200 € 200€ =100 %
.... kostet nach der Preiserhdhung um 10 % 200 € 200€=110%
.... kostet nach der Preissenkung um 15 % 200 € 200€= 85%
.... kostet nach 6% Rabatt noch 200 € 200€= 94 %
..... hat 200 € gekostet und jetzt nach der Preiserhdhung 225 € 200€ =100 %
225€= ?%
.... hat 32 % Abzuge vom Lohn, das sind 200 € 200€= 32%
..... hat 32 % Abzlge und erhalt noch 1200 € 1200 €= 68 %
.. hat von ihrem Lohn von 2500 € 32 % Abziige 2500 € =100 %
Abzuge: x€= 32%
... erhalt als Nettogehalt ... y€= 68 %
.. erhalt nach einer Gehaltserhéhung von 10% 2500 € 2500 € =110 %
.. erhalt auf sein Gehalt von 2500 eine Erhéhung von 10 %, 2500 € =100 %
wie grof} ist sein neues Gehalt. x€=110%

.. spart 53 € gegenuber dem ausgewiesenen Preis von 200 € 200 € =100 %

Ersparnis 53€=x%=100-y %

noch zu bezahlender Preis 147€=y % =100-x %

.. spart gegenuber dem ausgewiesenen Preis von 1000 € 8 % 1000 € = 100 %

Einsparung x€= 8% =1000-y

noch zu bezahlender Preis y € =92 % =1000 — x

.. bezahlt gegenuber dem ausgewiesenen Preis von 200 € nur 160 € 200 € = 100 %

Ersparnis 40€=x%=100-y %

noch zu bezahlender Preis 160€=y% =100-x %

.. bezahlt nur 85% gegenuber dem ausgewiesenen Preis von 200 €: 200 € = 100 %

Ersparnis Xx€=15%=200-y

noch zu bezahlender Preis y € =85 % =200 - x

.... hat bisher mit 16% Mehrwertsteuer 200 € gekostet.
Wieviel kostet es bei 19 % Mehrwertsteuer.
alter Preis 200€ =116 %
neuer Preis x€=119%
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|10.5.1 Anderung von Grundwert auf Prozentwert/Prozentsatz |

von gibt immer den Absolutwert der sachbezogenen Maleinheit an, alter
Ausgangswert
auf gibt immer Absolutwert in sachbezogener Maleinheit oder Prozent

wieder, gibt den neuen Gesamtwert an

.... der Preis ist von 200 € auf 250 € gestiegen

alter Preis (von) 200 € =100 %
neuer Preis (auf) 250 € = x % (uber 100 %)
um wieviel % ist der Preis gestiegen (um) 50€=y%

... der Preis von 200 € ist auf 185 € reduziert (gesunken)
alter Preis (von) 200 € =100 %
wieviel € sind jetzt zu bezahlen (auf) 185€=x%
wieviel € sind jetzt weniger zu bezahlen (um) 15€ =y %

.... der Preis von 200 € ist auf 115 % gestiegen
alter Preis (von) 200 € =100 %
wieviel € sind jetzt zu bezahlen (auf) x€=115%
wieviel € sind jetzt mehr zu bezahlen (um) y€=15%

.... der Preis von 200 € ist auf 80 % reduziert worden
alter Preis (von) 200 € =100 %
wieviel € sind jetzt zu bezahlen (auf) x€=80%
wieviel € sind jetzt weniger zu bezahlen (um) y € = 20 %

... fir ein Fahrrad sind bei 19% Mehrwertsteuer 200 € Mehrwertsteuer zu bezahlen
alter Preis (von) 200€ = 19%
was kostet das Fahrrad ohne Mehrwertsteuer (auf_1) x€ =100 %
was kostet das Fahrrad mit Mehrwertsteuer (auf_2) y€ =119%

Grundwert Prozentwert Der Preis fiir ein Fahrrad wurde

G P von 260 € auf 320 € erhoht.
u Wie grol} ist der Erhéhungsbetrag ?
]
von 260 € G -G

auf 320 € \

G -G
[ Der Preis fir ein Fahrrad wurde
G von 260 € auf 320 € erhoht.

Neuer Grundwert Prozentsatz Um wieviel Prozent wurde der
Preis erhoht?

G' p%
von ... : alter Grundwert
auf . neuer Grundwert
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Auf der linken Seite des Schemas stehen die Ausgangswert und der Endwert. Auf der
rechten Seite des Schemas stehen der Anderungsbetrag und das Anderungsverhaltnis.
Der Anderungsbetrag ist gleich der Differenz des Endwertes und des Ausgangs-
wertes. Das Anderungsverhéltnis, der Prozentwert, ist das Verhaltnis zwischen
Anderungswert und altem Grundwert. Das ist die Grundaufgabenstellung der
Prozentrechnung.

10.5.2 Anderung von Grundwert um Prozentsatz / Prozentwert

von gibt immer den Absolutwert der sachbezogenen Maleinheit an, alter
Ausgangswert

um gibt immer eine Differenz an, gibt den Wert der Anderung an, ist von den
Werten, die 100 % angeben zu addieren oder subtrahieren

.... der Preis ist von 200 € um 40 € gestiegen

alter Preis 200 € =100 %
um wieviel % ist der Preis gestiegen 40€=y %
auf wieviel % ist der Preis gestiegen 240€=x%

.... der Preis von 200 € ist um 25 € gesunken
alter Preis 200 € =100 %
wieviel % sind jetzt zu bezahlen (auf) 175€=x%
wieviel % sind jetzt weniger zu bezahlen (um) 25€=y %

Der Preis fir ein Fahrrad wurde Der Preis fir ein Fahrrad wurde
von 260 € um 60 € erhoht. von 260 € um 60 € erhoht.
Wie groR ist der neue Preis? Um wieviel Prozent wurde der

Preis erhonht?

Grundwert @ B Prozentwert

G P
P*100
G+P G
Neuer Grundwert  Prozentsatz
G' p%
von :alter Grundwert
um ... : Anderung des Betrages / Prozentsatzes

Neuer Grundwert = alter Grundwert + Prozentwert

Ist der alte Grundwert und der Anderungsbetrag bekannt, berechnet sich der Prozent-
satz wieder nach der Grundformel der Prozentrechnung zur Bestimmung des Prozent-
satzes. Der neue Grundwert ist die Summe aus altem Grundwert und Anderungs-
betrag, dem Prozentsatz.
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.... der Preis von 200 € ist um 12 % gestiegen
alter Preis 200 € =100 %

wieviel € sind jetzt zu bezahlen (auf) Xx€=112%
wieviel € sind jetzt mehr zu bezahlen (um) y€=12%

.... der Preis von 200 € ist um 15 % gesunken (reduziert, Rabatt,...)
alter Preis 200 € =100 %

wieviel € sind jetzt zu bezahlen (auf) x€=85%
wieviel € sind jetzt weniger zu bezahlen (um) y€=15%

Der Prozentwert ist zunachst aus dem Prozentsatz und dem Grundwert zu bestimmen.

Der Preis fiir ein Fahrrad wurde von Der Preis fiir ein Fahrrad wurde
320 € um 23% erhdht. _ von 320 € um 23% erhoht.
Wie groR ist der neue Preis? Wie grol} ist die Differenz
zum alten Preis?
Grundwert Prozentwert
G :
Neuer Grundwert Prozer;tsatz
G p%
von : alter Grundwert
um ... : Anderung des Betrages / Prozentsatzes

Prozentwert Prozentsatz « alter Grundwert

Neuer Grundwert = alter Grundwert + Prozentwert
= alter Grundwert + Prozentsatz « alter Grundwert
= alter Grundwert « ( 1 + Prozentsatz)

Da die prozentuale Anderung des alten Grundwertes als ,um“ angegeben ist, ist das
Ergebnis nicht der neue Grundwert, sondern nur der Anderungswert. Dieser
Anderungswert ist dem alten Grundwert hinzuzuaddieren um den neuen Grundwert zu
bestimmen. Interessiert der Anderungswert nicht, kann man den neuen Grundwert auch
direkt aus dem alten Grundwert ( 1.... und dem Anderungswert aus der Rechnung .. +
p%/100) bestimmen.

Die rechtsstehende Formel ist die direkt umgestellte Formel der Prozentrechnung.
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|10.5.3 Anderung m Prozentsatz / Prozentwert auf neuen Grundwert |

um gibt immer eine Differenz an, gibt den Wert der Anderung an ist von den
Werten, die 100 % angeben zu addieren oder subtrahieren

auf gibt immer den Absolutwert der sachbezogenen Maleinheit an, neuer
Gesamtwert

.... der Preis wurde um 50 € auf 96 % gesenkt
Anderung Sache, Anderung Prozent (um) 50€= 4%
alter Gesamtwert (von) x€ =100 %
neuer Gesamtwert (auf) y€ =96 %

... der Preis wurde um 100 € auf 115 % erhéht
Anderung Sache, Anderung Prozent (um) 100€= 15%

alter Gesamtwert (von) x€ =100 %
neuer Gesamtwert (auf) y€ =115%
Grundwert Prozentwert
G P

Neuer Grundwert Prozer;tsatz
G p%
Der Preis flr ein Fahrrad wurde um Der Preis fir ein Fahrrad wurde um 60
60 € auf 320 € erhoht. € auf 320 € erhoht
Wie grofd war der alte Preis? Wie grol} ist die prozentuale Erhéhung?
um ... : Anderung des Betrages / Prozentsatzes

auf : neuer Grundwert

Bei der Berechnung des Prozentsatzes muss auf den alten Grundwert zuriickgerechnet
werden, da dieser die 100% darstellt, deshalb G = G' — P. Fur die Berechnung des
Prozentsatzes ist der angegebene Prozentwert auf den alten Grundwert zu berechnen.
Deshalb ist P in das Verhaltnis zu G' — P zusetzen und nicht in das Verhaltnis zu G'.
Dann wirde namlich G' als BezugsgrofRe, dh. als alter Grundwert angesehen, was der
Aufgabenstellung widerspricht. Deshalb steht bei der Berechnung von p% : P /(G'-P)
und nicht P/G" .
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.. der Preis wurde um 4 % auf 300 € angehoben
neuer Gesamtwert (auf) 300 € =104 %
alter Ausgangswert (von) x€ =100 %
um wieviel Prozent ist der Preis gestiegen vyE =4%

.. der Preis wurde um 4 % auf 200 € gesenkt
neuer Gesamtwert (auf) 200€=96 %
alter Ausgangswert (von) x€ =100 %
um wieviel Prozent ist der Preis gesunken Y€ =4%

Grundwert Prozentwert
G P
Neuer Grundwert Prozentsatz
G' p%

auf 320 € erhoht. o _ 23% auf 320 € erhoht.
Wie groR war der urspriingliche Preis? Wie groR war der Erhéungsbetrag?

um ... : Anderung des Betrages / Prozentsatzes

auf : neuer Grundwert

Ist zum neuen Grundwert der Anderungssatz gegeben, dann entspricht der neue
Grundwert der Summe aus 100% und dem angegebenen Anderungssatz. Fir die
Prozentrechnung ist also dem neuen Grundwert G' die Prozentzahl 100 + p%

zuzuordnen.
alterGrundwert 100

neuer Grundwert  100+p%

Stellt man diese Gleichung nach dem alten Prozentwert um, erhalt man die oben im
Schema angegebene Formel. Fir die Berechnung des Prozentwertes gelten die
gleichen Grundsatze. Der Unterschied zu dem Vorhergehenden besteht nur darin, der
der Prozentwert P dem Prozentsatz p% zuzuordnen ist. Der alte Grundwert G ist nicht
bekannt, dafur aber der neue Grundwert G', dem die Prozentzahl 100 + p% zuzuordnen
ist.
Prozentwert p %
neuer Grundwert ~ 100+p%

Durch Umstellen der Gleichung erhalt man die oben angegebene Formel.
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|10.5.4 Anderungen um einen Prozentsatz und um einen Prozentwert |

Der Preis fur ein Fahrrad wurde um 60 € erhoht.
Das entspricht einer Erhéhung um 23,07%
Wie grof3 war der urspriingliche Preis?

Prozentwert
Grundwert 5
G
Neuer Grundwert F’rozepr;/tosatz

Gl
Der Preis fir ein Fahrrad wurde um 60 € erhoht.
Das entspricht einer Erhdhung um 23,07%

Wie grol} ist der jetzige Preis?

um ... : Anderung des Betrages / Prozentsatzes
um  : Anderung des Betrages / Prozentsatzes

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, dass weder alter Grundwert noch neuer Grund-
wert bekannt sind. In diesem Fall muss aber der Anderungswert und der Anderungssatz
bekannt sein. Damit ist fir die Prozentrechnung eine zusammenhangende Information
von Prozentwert und Prozentsatz gegeben. Diese ermdglicht die Berechnung des
Grundwertes, dh. der zu Grunde liegenden 100% und die Berechnung des Ergebnisses,
dh. dem neuen Grundwert, als Prozentwert, der dem Prozentsatz 100 + p% zuzuordnen
sind.

neuer Grundwert _ 100+p%
Prozentwert —  p%

Die Umstellung nach ,neuer Grundwert® liefert die oben stehende Formel.

alteGrundwert _ 100
Prozentwert  p%

Die Umstellung nach ,alter Grundwert® liefert ebenfalls die oben stehende Formel.
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| 10.5.5 Zusammenfassung |

Bei solchen Veranderungen entsteht immer ein neuer Grundwert. Dabei ist zu unter-
scheiden, ob der alte oder der neue Grundwert gegeben sind und ob die prozentuale
oder die mengenmalige Veranderung gegeben ist.

Der Prozentsatz p wird in der folgenden Tabelle als Dezimalzahl verwendet und nicht
als Prozentzahl.

gegeben Prozentsatz p Prozentwert P

=P/G
P
G
=G+P

=P/(G'-P)
P

=G'-P
Gl

alter Grundwert G

ONoRavke
@Q®Uo

neuer Grundwert G'

+
S
ONoke

ONoRske

alteGrundwert _ 100
Prozentwert ~ p%

Die Formel

lasst sich mittels Bruchrechnung auf auf die folgende Formel umstellen:

alteGrundwert _ Prozentwert
100 - p%

damit stehen
» auf der linken Seite der Prozentwert und der Prozentsatz zu 100% (alter

Grundwert)
» auf der rechten Seite der Prozentwert und der Prozentsatz zu p% (Prozentwert)

und die Formel Iasst sich fortsetzen zu
* auf der 2. rechten Seite der Prozentwert und der Prozentsatz zu 100+p% (neuer

Grundwert)

alteGrundwert _ Prozentwert _ neuer Grundwert
100 - p % B 100+p %

In dieser Formel stecken alle Umrechnungen der letzten Abschnitte. Je nach Aufgaben-
stellung sind der 1. und 2. Bruch, der 2. und 3. Bruch oder der 1. und 3 . Bruch zu einer
Gleichung zusammenzusetzen.
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Oder als Dreisatz angegeben, wenn einer der Prozentwerte bekannt ist und die
zugehorigen Prozentsatze bestimmt werden sollen.

alter Grundwert =100 Prozentwert
1 = 1

I

Prozentwert

neuer Grundwert =

alter Grundwert
neuer Grundwert

1§

pP%

e g

¢

neuer Grundwert = 100 + p%

1

Prozentwert

alter Grundwert

In diesen Fallen ist so zu dividieren, dass auf der linken Seite der Dreisatzgleichungen
eine ,1“ entsteht. Auf der rechten Seite entsteht ein entsprechender Faktor, der dem

jeweiligen Wert ,1“ entspricht.

Sind statt der Prozentwerte die Prozentsatze gegeben, ist die Rechnung im Dreisatz so
umzustellen, dass auf der rechten Seite der 2. Zeile eine ,1“ entsteht. Fiir den Ausdruck
in der 3. Zeile (hier 3. und 4. Zeile) ist entscheidend, was eigentlich berechnet werden

soll.

alter Grundwert = 100 Prozentwert
= 1
=p
=100 +p

I

I

p%

1

100
100 + p

neuer Grundwert

I

100 + p%
1

p
100
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11. Zinsrechnung

Die einfache Berechnung von Zinsen ist eine Anwendung der Prozentrechnung. Die
Formeln entsprechen denen der Prozentrechnung, nur die Bezeichnungen unter-
scheiden sich.

Prozentrechnung Zinsrechnung
Prozentwert _ Prozentsatz Zinsen _ Zinssatz
Grundwert 100 Kapital 100

Zinsen lassen sich anwendungsseitig in zwei Varianten berechnen:
1. Jemand legt Geld bei einer Bank an und bekommt daftr Zinsen von der Bank.
Die Bank bezahlt einen Preis dafur, dass die Person der Bank ihr Geld Uberlasst.
2. Eine Person leiht sich von einer Bank eine Summe Geld, um sich eine groler
Anschaffung zu leisten. Die Person bezahlt an die Bank einen Preis, weil die
Bank ihr Bankgeld uberlasst, die der Person nicht gehort.

11.1. Einfache Zinsrechnung

Bei der einfachen Zinsrechnung geht um Zinsen, die einmalig zu zahlen sind. Eine
Person legt Geld bei einer Bank an und erhalt am Ende des Jahres fur das Geld Zinsen.
Oder: Eine Person leiht sich bei einer Bank Geld und zahl das geliehene Geld
einschliellich des Preises fur die Leihe (= Zinsen) am Ende des Jahres an die Bank
zuruck. Damit ist in beiden Fallen das Geschaft abgeschlossen und die Berechnung
erfolgt nach der Formel

Zinsen _ Zinssatz
Kapital 100

Diese Berechnung kann eine geringe Abwandlung erfahren, indem das Geld nicht flr
ein ganzes Jahr, sondern fur eine bestimmte Anzahl Tage oder Monate Uberlassen
wird. Diese Uberlassung ist auch in beide Richtungen moglich. Damit zahl die Bank
nicht den vollen Zinsbetrag fur ein ganzes Jahr und auch der Leiher muss nicht den
Preis des Leihens fiir ein Jahr bezahlen, sondern nur fur den Zeitraum, indem er das
Geld geliehen hat.

Dieser anteilige Zinsbetrag entsteht durch einen anteiligen Zinssatz. Banken rechnen 1
Jahr mit 360 Tagen oder 12 Monaten, je nachdem, wie das Geld geliehen/verliehen
wurde. Deshalb wird am Ende einer solchen Periode nicht der Betrag flr einen Zinssatz
p% fallig, sondern nur der Betrag fur p% « Tage / 360 oder p% * Monate /12. Der Anzeil
des Jahres druckt sich also zunachst nur im Zinssatz aus.

. Tage
Zinsen _ 2nssatz 4,

Kapital 100
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Nach den Regeln fur Bruchrechnung kann man diese Formel umschreiben in

Zinsen _ Zinssatz-Tage
Kapital 100-360

Das Produkt auf der rechten Seite lasst sich in ein Produkt von zwei Briichen
umwandeln
Zinsen _ Zinssatz Tage

Kapital 100 360

Analog kann man fur eine Anzahl von Monaten folgende Formel erzeugen

Zinsen _ Zinssatz Monate
Kapital 100 12

In den meisten Formelsammlungen sind diese Formeln nach den ,Zinsen® aufgeldst.
Das erschwert mitunter das Umstellen der Formel, da nicht jedes mal die Zinsen zu
berechnen sind, sondern eventuell auch die Tage oder der Zinssatz. Es ist nicht
sinnvoll, sich alle Auflésungen dieser Formel zu merken, sondern man sollte wissen,
wie Formeln umgestellt werden, da man das mehrfach bendtigt. Hier soll nur noch die
Formel fur die Auflésung nach ,Kapital“ angegeben werden, da dann von den Briichen
der rechten Seite der Kehrwert zu bilden ist. Das wird leicht falsch gemacht, da man die
Bruche einfach so belasst.

100 360
Zinssatz Tage

Kapital = Zinsen-

Damit sind alle Formeln flr die einfach Zinsberechnung bekannt.

11.2. Zinseszinsen

Zinseszinsen entstehen dadurch, dass eine Person der Bank Geld flr einen langeren
Zeitraum Uberlasst, z.B mehrere Jahre. Dann bekommt die Person fir das erste Jahr
die Zinsen gutgeschrieben, die werden aber nicht bei der Bank abgehoben, sondern
verbleiben als weitere Leihe bei der Bank. Damit hat die Person der Bank mehr Geld
geliehen, als im ersten Jahr, namlich zusatzlich die erstatteten Zinsen. Also ist im
zweiten Jahr nicht nur das urspringlich geliehen Geld von der Bank zu verzinsen,
sondern auch die Zinsen des ersten Jahres. Daher kommt der Begriff Zinseszins:
Gezahlte Zinsen werden wieder verzinst.

Diesen Prozess kann man sich Uber mehrere Jahre fortgesetzt denken.

Der entscheidende Unterschied zur normalen Zinsrechnung besteht darin, da® man
nicht mit den Zinsen weiterrechnen kann, sondern daf} man immer mit dem neu
entstanden Geldbetrag weiterrechnen muss. Da in der folgenden Zinsperiode nicht nur
die Zinsen verzinst werden, sondern auch daf urspriinglich eingezahlte Kapital, unab-
hangig, wieviele Zinsen bisher gezahlt wurden, muss man immer den Gesamtbetrag fur
die Berechnung zugrunde legen.

Hier soll zunachst die daflr notwendige Formel hergeleitet werden.

Eine Person zahl am Anfang des ersten Jahres einen Betrag von Ko ein. Am Ende des
Jahres erhalt er sein Zinsen Z = Ko * p%.

Dieser Betrag ist sein Gesamtbestand am Ende des ersten Jahres.
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(Ende 0. Jahr =) Anfang 1. Jahr K,
Ende 1. Jahr = Anfang 2. Jahr: Ki=Ko+Z =Ko+ Ko*p=Ko (1 +Dp)
Ende 2. Jahr = Anfang 3. Jahr: Ky =Ki+Z=(Ko+ Ko p)+ (Ko+ Koep)ep

Wegen der Ubersichtlichkeit sind hier Klammern gesetzt. Die erste Klammer enthélt den

Betrag K und die zweite Klammer mit dem Faktor p sind die Zinsen auch den Geld-

betrag Ks . Wenn man die Klammern ausmultipliziert erhalt man folgende Gleichung:
Ki=Ki+Z=Ko+ Koo p+Koep+Koep?=Ko(1+2p+0p?) =Ko (1+p)?

Ki=Ko+Z= Ko (1+2p+p? + Ko(1+2p+p?)ep
=Ko+ Koo 2p+Koep? + Ko p+Ko2p?+Kp?
=Ko (1+3p+3p°+p°)= Ko (1+p)’

Es tritt in jedem Jahr zum Ausgangsbetrag eine Potenz des Wertes 1 + p auf. Diesem

Wert hat man einen neuen Ausdruck gegeben und nennt diesen q, den Zinsfaktor. Der
Zinsfaktor sichert, das zu jedem Jahr sowohl der ursprungliche Einzahlungsbetrag als

auch die bisher aufgelaufenen Zinsen berticksichtigt werden. Er ermdglicht nicht direkt
die bis dahin gezahlten Zinsen zu erfassen.

Der bis zu einem Jahr n aufgelaufene Gesamtbetrag bei einer Geldanlage, bei der die

Zinsen nicht ausgezahlt werden berechnet sich aus:

K, = K;-q"

n

Die Formel lasst sich sowohl nach Ky als auch nach q umstellen. Fir Realschulen ist ein
Umstellen nach n nicht moglich, da die mathematischen Voraussetzungen nicht behan-
delt werden. Fir Gymnasien muss man die Formel auch nach n umstellen kénnen.

Die Zinsen, die insgesamt in diesen n Jahren gezahlt wurden berechnen sich am
einfachsten durch
desamt = Kn - K0

Die Zinsen, die im letzten Jahr n gezahlt wurden berechnen sich aus

Zn=Kn—Kn
Die oben angegebene Formel setzt voraus, dass der Zinssatz p wahrend der gesamten
Laufzeit gleich bleibt. Deshalb entsteht einen Potenz von q, da der Wert q immer wieder
multipliziert werden muss. Andern sich die Zinssatze wahrend der Laufzeit, andern sich
auch die Werte fir g in jedem Jahr. Gleichbleibend ist, dass die Werte von g mitein-
ander multipliziert werden mussen, aber verschiedene werte annehmen. Deshalb tritt
keine Potenz mehr auf, sondern ein Produkt:

K, = Ky 9,-0;-05

Treten Uber mehrere Jahre hinweg wieder die gleichen Zinssatze auf, dann gibt es fir
die zugehorigen Zinsfaktoren wieder Potenzen in der Hohe der Jahre, in denen der
Zinssatz gleich ist.

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter



http://www.treff-lernen.de/

Mathematik Prozentrechnung Seite 21

11.3. Ratensparen

Nicht direkt zur Zinsrechnung, aber zum Prufungsgebiet der Realschulen gehdrt das
Thema ,Ratensparen®. Hier gibt es zu normalen Zinseszinsrechnung einen Unterschied.
Bei der Zinseszinsrechnung wird am Anfang einmalig ein Betrag eingezahlt und dann
uber mehrere Jahre bei der Bank gelassen. Beim Ratensparen wird jedes Jahr
aullerdem ein vorher festgelegter Betrag zusatzlich eingezahlt. Dieser Betrag ist jedes
Jahr zu Zahlen und bleibt Uber die gesamte Laufzeit konstant. Dadurch erhéht sich der
Gesamtbetrag nicht nur zur Zinseszins Zuwachse, sondern noch zusatzlich durch
regelmafige Einzahlungen der betroffenen Person.

Die mathematische Theorie, die diesen Berechnung zugrunde liegt ist die Theorie der
,geometrischen Reihen®. ,Folgen und Reihen® sind kein Schulstoff und deshalb fallt das
Verstandnis fur die Berechnung schwer. Deshalb sollen als erstes die geometrischen
Reihen etwas genauer erklart werden.

11.31 Theorie der geometrischen Reihen

Eine geometrische Folge beginnt mit einem beliebigen Anfangsglied ao. Das nachste
Element der Folge entsteht durch Multiplikation diese Elements mit einem fir die Reihe
konstanten Faktor g. Damit ergibt sich a: = a; * g . das nachste Glied der Folge ergibt
sich wieder aus dem Glied a; durch Multiplikation mit dem Faktor q.

a=ai*q :(aooq)oq :aooq2

Aaz=ax*q = ao°q3
Diese Folge lasst sich beliebig weit fortsetzen. Bei den so berechneten Elementen
handelt es sich zunachst nur um einen Folge, noch keine Reihe. Die einzelnen Zahlen
werden einfach nacheinander aufgelistet. Aus einer Folge wird eine Reihe, indem bist
zum aktuellen Element alle vorherigen Elemente aufaddiert werden. Die Reihe, die aus
der obigen Folge entsteht sieht folgendermalen aus:

So = Ao

S1=aptai= atan*q

S2=actarta= a tas*q +ao°q2

Ss=ag+ai+a+a; = atarcq +tapcg’+ap*q

Ss=agtar+taxtaztas= agtarcq taccPracqg’+a*q

3

Die Elemente s (die wieder eine Folge sind) nennt man Partialsummen der Reihe. Sie
stellen jeweils die Summe der Folge a bis zu einem bestimmten Index n dar. Aus der
Struktur der Elemente s kann man erkennen, dass sich bei jedem s der Faktor ao
ausklammern lasst. Damit kann man die Folge der s« auch so schreiben:

So = Ao 1

si=ao (1+q)

s2=a (1+q +q°)

ss=ao (1+q +q°+q’)
sa=ap (1+q +g°+q°+q*)

Jedes Element s enthalt das erste Element a, als Faktor und dann eine Summe der
Potenzen von q, bist zur Hohe de jeweiligen Index von s. Dieser Indes der Folge s«
wird bei der zukinftigen Berechnung die Anzahl der Jahre sein. Jetzt ware es naturlich
nutzlich eine kirzere Formel fir die Summe der Potenzen von s, zu finden, da mit
zunehmender Anzahl die Summenbildung immer aufwendiger wird.
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Es gilt folgende Formel, die man als Erweiterung der 3. Binomischen Formel ansehen
kann:

(@"-b"=(a-b)(@'+a™?b'+a™b* +... +ab™ +b"")

Wendet man diese Formel auf den obigen Sachverhalt an und setzt dabeia=1und b =
g, dann ergibt sich folgende Formel:

(1-q)=(1-a)(1+q+q® +... +q">+q"")
Dabei ist zu beachten, dass die hochste in der summierten Reihe um eins niedriger ist

als die Potenz auf der linken Seite, so dass man fur die Summe s, der Reihe bis zu
einem beliebigen Index n folgende Formel angeben kann:

s, ; = a,(1+q+q°+q°+....+q"") = a0-11__(;
Diese Formel verringert den Rechenaufwand bei der Berechnung von Zinseszins
Aufgaben.

11.3.2 Ratensparen

Beim Ratensparen kann man generell am Anfang eine beliebige Summe einzahlen und
nur in den Folgejahren eine konstante Summe dazusparen. Die bisherigen Prifungs-
aufgaben haben davon keinen Gebrauch gemacht. Es wird immer davon ausgegangen,
dass der erste eingezahlt Betrag auch in Hohe der Rate erfolgt. Deshalb soll hier auch
nur dieser Fall betrachtet werden.

(Ende 0. Jahr =)

Anfang 1. Jahr Ko=R

Ende 1. Jahr : Ki=Ke+Z=R+Re+*p=R(1+p)=Rq

Anfang 2. Jahr : K)=R(1+p)+R=R(1+1+p)=R(1+q)

Ende 2. Jahr : K:=Ky+Z=R(1+q) + R(1+q)*p=R(1+q)* q
=R(q+q%)

Anfang 3. Jahr : Ki=R(Q+g?)+R=R(1+q+q?)

Ende 3.Jahr : Ki=Ki'+Z=R(1+q+qg?)+R(1+qg+qg?)*p

=R(1+q+q*)+(1+p)

=R(1+q+q°)-q

=R(@Q+qg*+q°)
Es ist zu erkennen, dass sich in der Klammer eine geometrische Reihe entwickelt.
Allerdings beginnt diese geometrische Reihe nicht mit 1, wie es sein muss, sondern mit
g. Aber in der Klammert lasst sich aus allen Summanden ein Faktor g mit ausklammern,
so dass man die Formel umschreiben kann zu:

=Rq(1+q+q*)

Die hochste Potenz in der Klammer ist jetzt 2, aber es sind 3 Jahre verstrichen. In der
Summenformel der geometrischen Reihe erscheint aber die Potenz um 1 héher als die
hdchste Potenz der aufsummierten Potenzen. Deshalb kann man fur die 3 Jahre
folgende Summenformel aufstellen:

K, = Rq(1+q+q’) = R<x1_q
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Far drei Jahre erscheint in der Summenformel auch die Potenz 3. AulRer der konstanten
Rate ist noch einmal der Faktor g aus der Summe ausgeklammert. Damit kann man fir
eine beliebige Anzahl n von Jahren folgende allgemeine Summenformel angeben:

K =R-q-(1+q+q*+q’+....+4q"") = R-q-11__C(I]

Ein Aufldsen dieser Formel nach g oder n ist nicht mdglich. Die einzige Moéglichkeit ist
ein Auflésen der Formel nach der Rate R. Diese Aufldsung hatte dann folgendes
Aussehen:

11.4. Darlehensrechnung

Bei der Darlehensrechnung geht es darum, dass sich jemand bei der Bank Geld leiht
und nicht, dass er welches anlegt. Die Zinsen sind dann als Leihgebuhr, zusatzlich zu
dem geliehenen Betrag an die Bank zu zahlen.

Bei Darlehen, im Gegensatz zum Kleinkredit im nachsten Abschnitt, erfolgt die
Ruckzahlung in Raten, die nach Zinsen und Tilgungsbetrag aufgeteilt werden, da die
Ruckzahlung meist Uber mehrere Jahre lauft. Ein fundamentales Merkmal dieser
Rechnung ist, dass der Zinssatz Gber die gesamte Laufzeit der Jahre konstant bleibt,
aber die Zinsen selbst sich verringern. Das liegt daran , dass durch den Tilgungsbetrag
die Schuld bei der Bank von Jahr zu Jahr abnimmt und damit auch die Zinskosten
geringer werden. Da die Ruckzahlungsraten aber konstant bleiben, wird der Anteil der
Tilgung immer grofRer. Damit andern sich jedes Jahr die Zinsbetrage, die Tilgungs-
anteile und die verbleibende Restschuld. Dieses enge Geflecht der drei Betrage lasst
sich schwer in kompakte Formeln fassen, deshalb ist es empfehlenswert fir diese
Rechnung eine Tabelle anzulegen. Folgende Tabelle hat sich, auch in Reihenfolge, bei
den Berechnungen bewahrt:

Jahr Restschuld zu Rate Zinssatz Zinsen Tilgung Restschuld am
Beginn des Jahres Ende des Jahres

* Am Anfang betragt die Restschuld den gesamten Kreditbetrag, sie andert sich
wahrend der gesamten Laufzeit

* Die Rate ist eine jahrliche konstante Zahlung an die Bank

» Der Zinssatz wird von der Bank bei der Kreditaufnahme festgelegt und ist
konstant

» Die Zinsen berechnen sich aus der verbleibenden Restschuld und dem
festgelegten Zinssatz. Die Zinsen andern sich wahrend der gesamten Laufzeit.

« Die Tilgung ist der verbleibende Betrag, wenn man von der Rate die Zinsen
subtrahiert hat. Damit andert sich auch die Tilgung standig.

* Die Restschuld am Ende des Jahres berechnet sich aus der Schuld am Anfang
des Jahres minus der Tilgung. Da sich die Tilgung andert, andert sich auch die
Restschuld.

Musterbeispiel
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Ein Kredit in Héhe von 120 000€ soll in 6 Jahren zuriickgezahlt werden.
Die Riickzahlungsrate betragt 26750,37€ und der Zinssatz liegt bei 9%

Jahr [Restschuld (zu Rate Zinssatz Zinsen Tilgung = Rate —| Restschuld (am
Beginn des konstant Zinsen Ende des Jahres) =
Jahres) = Restschuld —
Restschuld Tilgung
des Vorjahres

1 120000 26750,37 0,09 10800 15950,37 104049,63

2 104049,63 26750,37 0,09 9364,47 17385,91 86663,72

3 86663,72 26750,37 0,09 7799,73 18950,64 67713,08

4 67713,08 26750,37 0,09 6094,18 20656,2 47056,88

5 47056,88 26750,37 0,09 4235,12 22515,25 24541,63

6 24541,63 26750,37 0,09 2208,75 24541,63 0

* Die Berechnung der Zinsen bezieht sich immer auf den verbleibenden
Restschuldbetrag am Anfang der Zeile: Zx = RSA«*p

* Die Tilgung berechnet sich immer aus Rate — Zinsen in diesem Jahr:
Tk =R - Zk

* Die verbleibende Restschuld am Ende des Jahres ergibt sich aus der Schuld am
Anfang des Jahres minus der Tilgung: RSEx = RSA« — T«

* Die Restschuld am ende eines Jahres wird zur Anfangsschuld im nachsten Jahr:
RSAk+1 = RSEk

Die blau umrandeten Spalten geben die Werte an, die sich andern, die rot umrandeten
Spalten geben die die werte an, die konstant bleiben.

11.5. Kleinkredit

Kleinkredite sind von der Sache her das gleiche wie Darlehen. Da aber bei Kleinkredi-
ten sowohl die Betrage als auch die Laufzeit geringer ist, wird nicht ein solcher Rechen-
aufwand betrieben. Faktisch findet keine teilweise Tilgung mit der Rickzahlung statt, so
dass nur ein Zinsbetrag berechnet wird, der dann auf die Laufzeit gleichmaRig aufgeteilt
wird.

Die Aufnahme eines Kleinkredits bei der Bank besteht aus drei Teilen:

Kreditsumme Zinsen Bearbeitungsgebuhr

Dabei erfolgt die Berechnung der Zinsen etwas anders als bei einer Darlehensauf-

nahme: Der Zinssatz wird als Monatszins festgelegt und ist deshalb vom wert her sehr

klein, meist im 0,00... Bereich. Fur den ursprunglichen Jahreszins musste man diesen

Betrag mit 12 multiplizieren, dh. die Bank teilt ihren Ublichen Zinssatz durch 12 und

daraus ergibt sich der Monatszins festgelegt. Dann berechnen sich die Zinsen aus:
Zinsen = Kreditsumme ¢ Zinssatz pro Monat « Anzahl der Monate

Es ist also hier nicht mit der auf Monate erweiterten Zinsformel zu rechnen.

Die Bearbeitungsgebubhr ist ein fester Betrag der sich meist als konstanter Prozentsatz
auf die Kreditsumme bezieht. Deshalb ist eine Formulierung wie ,, die Bearbeitungs-
gebuhr betragt 2% von der Kreditsumme® eine durchaus ubliche Formulierung. Dieser
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Betrag hat keinen Einflud auf die Zinsen, dh. er wird zur Zinsberechnung nicht der
Kreditsumme hinzugeschlagen. Zinsen werden nur aus der Kreditsumme bestimmt.
Damit sind die Gesamtkosten des Kleinkredits zusammengefasst:

Kreditsumme + Zinsen + Bearbeitungsgebihr = Gesamtbetrag

Dieser Gesamtbetrag wird jetzt durch die Anzahl der Monate dividiert, die als Laufzeit
des Kredits vereinbart wurden. Damit ergibt sich die monatliche Ruckzahlungsrate.

Kreditsumme + Zinsen + Bearbeitungsgebiihr = Riickzahlungsrate * Anzahl der Monate

Je nach dem Wert, der zu berechnen ist, ist diese Formel entsprechend umzustellen.
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